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Аннотация. Применительно к решению задачи синтеза оптимального управления дискретной 
системой рассматриваются некоторые свойства функции Ляпунова, которые позволяют 
предложить новую процедуру поиска оптимального управления.  
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Введение 
 
Функции Ляпунова являются не только мощ-
ным аппаратом исследования устойчивости и 
качества движения систем управления. Они 
также нашли эффективное применение при 
решении проблемы синтеза робастных, оп-
тимальных и адаптивных систем. В связи с 
этим исследование свойств функции Ляпуно-
ва является актуальной задачей. 
 

Анализ публикаций 
 

За более чем столетнюю историю функциям 
Ляпунова посвящено множество публикаций.  
 
Так, Е.А. Барбашиным [1] рассматривались 
методы построения функций Ляпунова. 
В.И. Зубовым [2] и А.М. Летовым [3] рас-
смотрены вопросы применения аппарата 

функций Ляпунова при синтезе систем уп-
равления, что стимулировало развитие тео-
рии аналитического конструирования опти-
мальных регуляторов.  
 
В [4] введена концепция устойчивости вход-
состояние (input-to-state stability), тесно свя-
занная с функциями Ляпунова и позволяю-
щая исследовать устойчивость колебаний в 
системах с неопределенностями относитель-
но их параметров и внешних возмущений. 
 
В [5] рассмотрена задача синтеза управления 
при различного рода ограничениях в услови-
ях нестохастической неопределенности, ко-
гда параметры системы и действующие воз-
мущения точно неизвестны, но для них зада-
ны некоторые множественные оценки. При 
этом управление не только обеспечивает асим-
птотическую устойчивость или диссипасив-
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ность системы, но и минимизирует некоторую 
функцию удельных потерь, также связанную с 
функцией Ляпунова. Это направление получи-
ло дальнейшее развитие (см, например [6–9]). 
 
В работе [10] при решении задачи определе-
ния управления, минимизирующего функ-
цию удельных потерь при ограниченных 
возмущениях, введено понятие «дна» функ-
ции Ляпунова как прямой, делящей пополам 
отрезки, заключенные внутри линий уровня 
функции Ляпунова и параллельной вектору 
коэффициентов, определяющему направле-
ние внешних воздействий на систему. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Рассмотрим дискретную систему управле-
ния, динамика которой описывается разност-
ным уравнением 
 

1n n n+ = +X AX BU , n = 0,1,2…      (1) 
 

где Xn – m-мерный вектор состояний систе-
мы; Un – p-мерный вектор управляющих воз-
действий; A – матрица параметров системы 
размерности (m×m), B – матрица выхода раз-
мерности (m×p). 
 
Целью оптимального управления Un является 
минимизация на каждом шаге квантования n 
функции удельных потерь вида 
 

1( ) ( ) T
n n n n nV V+ω = − +X X U RU , (2) 

 
где V(X) – функция Ляпунова; R – числовая 
матрица размерности (p×p), учитывающая 
расходы на управление. 
 
При отсутствии возмущений оптимальное 
управление Un определяется следующим вы-
ражением [5] 
 

1 T
n nT= − ⋅

+
U B PAX

R B PB
,     (3) 

 
где Р – симметрическая положительно опре-
деленная матрица (m×m), определяемая из 
дискретного матричного уравнения Риккати. 
 
Уравнение дна функции Ляпунова V(Х) име-
ет вид [10] 

 
BTРX = 0.     (4) 

 

Пусть в произвольный момент n система в 
свободном движении переходит из состояния 
Xn в состояние 1

c
n+X  

 

1
c
n n+ =X AX .      (5) 

 
Уравнение прямой, параллельной дну и про-
ходящей через точку 1

c
n+X , имеет вид 

 

1
0

n
T c Z

+
+ =B PX ,        (6) 

 
где Z = const. 
 
Таким образом, на прямой (6) 
 

1
const

n
T c Z

+
= = −B PX . 

 
Отсюда следует вывод, что для всех точек 
Xn, свободное движение из которых приво-
дит в 1

c
n+X , расположенные на одной и той 

же прямой, параллельной дну функции Ля-
пунова, управление Un одинаково и равно 
 

1
n T Z= ⋅

+
U

R B PB
.  (7) 

 
Этот факт позволяет предположить возмож-
ность разработки процедуры определения 
оптимального управления системой, основы-
ваясь на анализе расположения изображаю-
щих точек, характеризующих состояние сис-
темы относительно дна функции Ляпунова и 
ее эквипотенциальных поверхностей.  
 
Целью данной работы является исследование 
свойств дна функции Ляпунова. Для этого 
необходимо выяснить, как изменяется значе-
ние функции Ляпунова: 
 
– при перемещении изображающей точки под 
влиянием внешних воздействий в направле-
нии, задаваемом матрицей B в уравнении (1), 
т.е. в вынужденном движении системы; 
 
– при движении изображающей точки по 
прямым, параллельным дну. 

 
Вынужденное движение системы 

 
Будем для наглядности рассматривать слу-
чай, когда система имеет две переменные 
состояния, U – скаляр, а B – вектор (2×1). 
Если в произвольный момент n состояние 
системы известно точно, то его можно пред-
ставить в виде изображающей точки Xn с коор-
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динатами (x1n, х2n), которая удалена от дна 
функции Ляпунова на расстояние l по вектору 
В = (b1, b2)T (рис. 1). Получим выражение для l. 
Для двумерного случая уравнение прямой, па-
раллельной дну функции Ляпунова, имеет вид 
 

1 11 2 21 1 1 12 2 22 2( ) ( ) 0b p b p x b p b p x C+ + + + = , (8) 
 
где С – произвольная константа. 

 
Рис. 1. Движение изображающей точки по 

вектору B 
 
Вектор В описывается следующим уравнением 
 

2 1 1 2 0b x b x− = .  (9) 
 
Решая совместно (8) и (9), найдем координа-
ты точки пересечения этих прямых  
 

PBBT
Cbx 1

1 −= ,         (10) 

 

PBBT
Cbx 2

2 −= .          (11) 

 
Тогда 
 

PBBT

bbC
l

2
2

2
1 +

= .  (12) 

 
Рассмотрим теперь, как ведет себя функция 
Ляпунова при движении изображающей точки 
по прямым, параллельным вектору В. Прямая, 
параллельная вектору В и проходящая через 
точку X = (x1, x2), описывается уравнением 
 

2 1 1 2 0b x b x S− + = ,  (13) 
 
где S – произвольная константа. 
Выразим из (13) x2  
 

1

12
2 b

Sxbx +
= .    (14) 

 
Тогда учитывая симметричность матрицы Р, 
т.е. что р12 = р21 = рс, уравнение функции Ля-
пунова в точке Х имеет вид 
 

2 1 2
11 1 1

1
2

1 2
22 2

1

( ) 2

( ) .

c
x b SV p x p x

b

x b Sp
b

+
= + +

+
+

X
       (15) 

 
Поскольку целью управления является ми-
нимизация функции удельных потерь (2), 
найдем координаты точки, в которой функ-
ция V(X) достигнет минимума при движении 
изображающей точки по прямой (13). Для 
этого продифференцируем (15) 
 

2
11 1 1

1 1 1

1 2 2
22 2

1

( ) 2

( ) 0.

c c
V b Sp x p x p

x b b
x b S bp

b

∂
= + + +

∂
+

+ =

X

 (16) 

 
Откуда 

 
1 22 2

1 10
( )c

T
S p b p bx x − +

= =
B PB

,      (17) 

 
2 11 1

2 20
( )c

T
S p b p bx x +

= =
B PB

. (18) 

 
Из (17) и (18) следует, что 
 

20 11 1 2

10 1 22 2

c

c

x p b p b
x p b p b

+
= −

+
.    (19) 

 
Однако уравнение (19) представляет собой 
уравнение дна функции Ляпунова V, причем 
(19) не зависит от S. Таким образом, дно 
функции Ляпунова существует. 
 
Определим теперь зависимость ∂V(X)/∂l от S, 
(рис. 2). Введем обозначения y1 = x1 – x10;  
y2 = x2 – x20. 
 
Тогда уравнение (13) прямой, параллельной 
вектору В и проходящей через точку с коор-
динатами (x1, x2), будет иметь вид 

 

10 1 2 20 2 1( ) ( ) 0x y b x y b S+ − + + = , (20) 

10 1 2
20 2

1

( )x y b Sx y
b

+ +
+ = .   (21) 

Автомобильный транспорт, вып. 28, 2011 
 

116 



 
x2

x1

В

«дно»
функции Ляпунова

{x10, x20}
{x1, x2}

y1

y2
l

Прямая (8)

 
 
Рис. 2. К определению зависимости ∂V(X)/∂l 

от S 
 
Отсюда 

 
2

1 11 10 1 10 1

10 1 2

1
2

10 1 2
22 2

1

( ) ( ) 2 ( )
( )

(( ) ) .

cV y p x y p x y
x y b S

b

x y b Sp
b

= + + + ×
+ +

× +

+ +
+ ⋅

 (22) 

 
Продифференцировав (22) после соответст-
вующих преобразований, получим 
 

2
2 2

1 11 22 2
1 1 1

10 22 22 2
1 1 1

( 2 )

.

c

T

c

V b by p p p
y b b

S Sx p p b
b b b

∂
= + + +

∂

⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

B PB
 (23) 

 
Исследуем слагаемое в квадратных скобках. 
Умножим его на 2

1b  
 

10 1 22 2 0T
cx p Sb p Sb+ + =B PB .      (24) 

 
С учетом (17) получим 
 

1 22 2 1 22 2( ) 0c cS p b p b p Sb p Sb− + + + = .   (25) 
 
Таким образом, слагаемое, помещенное в 
(23) в квадратные скобки, не зависит ни от S, 
ни от x10. Следовательно, производная ∂V/∂l 
одинакова на любой прямой, параллельной 
вектору В в точках, имеющих одинаковое 
удаление l от дна функции Ляпунова 
 

1
2

1 1

2 TV y
y b
∂

=
∂

B PB .      (26) 

 
Отсюда 
 

2
нa днe 1 2

1

T

V V y
b

= +
B PB .  (27) 

 
Значит V(X) имеет следующее строение 
(рис. 3). 
 

 
 
а 
 

 
б 
 

Рис. 3. Зависимость V(X) при движении изо-
бражающей точки по прямым, парал-
лельным вектору B 

 
Как видно из рис. 3,б, кривые одинаковы, 
только имеют разное расстояние от дна. Если 
провести прямую, параллельную дну, то во 
всех точках этой прямой производные ∂V/∂y 
одинаковы. 
 
Движение по прямым, параллельным дну 
 
Ответим теперь на вопрос: как зависит V(X) в 
разных сечениях, параллельных вектору В, 
от С, где С определяет величину сдвига пря-
мой, параллельной дну (рис. 3). 
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1

1

V V y l
C y l C
∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ ⋅
∂ ∂ ∂ ∂

.        (28) 

 
Рассмотрим каждый множитель (28) отдельно. 
 

12
1 1

2 TV B PBy
y b
∂

=
∂

.         (29) 

 

Поскольку 2 2
1 2l y y= + , а  y2 = y1b2/b1, то  

 
2 2

1 2
1

1

b b
l y

b
+

= .       (30) 

 
Таким образом,  
 

1 1
2 2
1 2

y b
l b b

∂
=

∂ +
.       (31) 

 
Рассмотрим еще раз уравнение (12). Будем 
считать l отрицательным, если С < 0. Тогда 
 

2 2
1 2
T

b bl
C B PB

+∂
=

∂
.      (32) 

 
Итак, получаем 
 

2 2
1 21

12 2 2
1 1 2

2 T

T
b bV b y

C b b b

+∂
= ⋅ ⋅

∂ +

B PB
B PB

. 

 
Из (30) и (12) следует, что  
 

1
1 T

by C=
B PB

.        (33) 

 
Тогда 
 

2
T

V C
C
∂

=
∂ B PB

,       (34) 

 
следовательно 
 

2

нa днe T
CV V= +

B PB
.  (35) 

 
 
 

Пример 
 

Проверим справедливость полученного ре-
зультата на простом примере. Пусть 
В = (1 1)T и Р – единичная матрица 2×2. То-
гда уравнение дна функции Ляпунова 
 

1 2 0x x+ = .  (36) 
 
Через точку с координатами X1=(1, 1) прове-
дем прямую, параллельную дну (рис. 4). Её 
уравнение имеет вид  
 

х1+х2+С = 0,  (37) 
 
откуда С = -2. 
 

2

4

x1

x 2

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 
 

Рис. 4. Иллюстрация к примеру 
 
Из уравнения Ляпунова значение функции 
Ляпунова V в точке X1 равно 
 

V(X1) = X1
TPX1 = 2. 

 
Если же воспользоваться формулой (35), то 
также получим V(X1) = 2. 
 
Если теперь необходимо определить значе-
ние V в некоторой точке на прямой (37), то 
нужно к значению Vна дне прибавить 2. Най-
дем, например, значение V в точке X2 = (0, 2). 
V(X2) = X2

TPX2 = 4. Найдем Vна дне, т.е. в точке 
(–1, 1): 
 

( )нa днe

1 0 1
1 1 2

0 1 1
V

−⎛ ⎞⎛ ⎞
= − =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

 
Прибавив теперь к полученному значению 
Vна дне 2, получаем 4. Таким образом, форму-
ла (35) верна. 

Выводы 
 
В работе исследованы некоторые свойства 
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функции Ляпунова. Доказано существование 
дна функции Ляпунова. Показано, что для 
любых изображающих точек, характеризую-
щих состояние системы, равноудаленных от 
дна функции Ляпунова, скорость изменения 
функции Ляпунова одинакова. 
Получена зависимость, позволяющая опре-
делять значение функции Ляпунова для про-
извольной точки на основе соответствующе-
го значения на дне. 
 
Рассмотренные свойства позволяют разрабо-
тать новую процедуру определения опти-
мального управления системой в рамках иг-
рового подхода в условиях действия неопре-
деленных возмущений.  
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