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МАССАМИ 

 

Е.Г. Янютин, профессор, д.т.н,  П.А. Егоров, аспирант, ХНАДУ 

 
Аннотация. Приводятся решения прямой задачи для прямоугольной мембраны, несущей на 

своей поверхности одну и несколько (две) сосредоточенных масс, на которую воздействует 

поперечная сосредоточенная импульсная нагрузка. Решение задачи сводится к анализу одного 

уравнения Вольтерра – в случае присоединения одной массы и системы уравнений Вольтерра –

в случае присоединения нескольких масс. 
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Анотація. Викладено розв’язки прямої задачі для прямокутної мембрани, яка несе на своїй 

поверхні одну й декілька (дві), зосереджених мас та сприймає поперечне зосереджене 

імпульсне навантаження. Розв’язок задачі зведений до аналізу одного рівняння Вольтера – у 

випадку приєднання однієї маси та системи рівнянь Вольтера – випадку приєднання декількох 

мас. 
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E. Yanyutin, Professor, Doctor of Technical Science,  

P. Yegorov, postgraduate, KhNAHU 

 
Abstract. The results of solution of a direct problem for the rectangular membrane carrying one or 

several (two) masses on its surface are given. Solution of this task Leads to the analysis of one 

Volterra equation if one mass and the system of Volterra equation in case if several masses are added. 
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Введение 
 

При построении математических моделей 

сложных механических систем, подвер-

женных нестационарным колебаниям, иногда 

удобно на основе некоторой теории рассмат-

ривать основной объект исследования, а 

инерционное влияние контактирующих с 

ним объектов моделировать при помощи 

присоединенных масс. Указанное относится 

и к прямоугольным мембранам.  

В настоящей статье на основе [1] получено 

решение задачи математической физики для 

прямоугольной мембраны, несущей одну и 

несколько сосредоточенных масс. 

 

Анализ публикаций 
 

Исследованию нестационарных колебаний 

мембран посвящено значительное количест-

во работ. В [1] получены уравнения свобод-

ных   и  вынужденных   колебаний   мембран. 
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 Достаточно полно изучались нестационар-

ные колебания прямоугольных мембран, не 

несущих массы, в монографии [2]. Причем в 

[2] были рассмотрены постановки и решения 

как прямых, так и обратных задач. В [3] было 

рассмотрено воздействие сосредоточенной 

нестационарной нагрузки на мембрану-

полосу. К настоящему же времени способы 

определения колебаний мембран, на которых 

находятся сосредоточенные массы, развиты 

недостаточно хорошо.  

 

Мембрана с одной присоединенной массой 

 

Механическая система состоит из прямо-

угольной мембраны и присоединенной со-

средоточенной массы. К поверхности мем-

браны прикладывается поперечная импульс-

ная сосредоточенная нагрузка, которая 

вызывает  ее нестационарные колебания 

(рис.1). 

 

 
 

Рис. 1. Схема нагружения мембраны с одной 

присоединенной массой 

 

Решение задачи сводится к анализу извес-

тного двухмерного волнового уравнения [1], 

в котором также учтем влияние сосредото-

ченной массы на колебательный процесс. 

Упомянутое уравнение имеет следующий 

вид 
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где a  – скорость распространения волн де-

формации; 

)()()(
1

),,( 1111 tGyyxxtyxG −δ−δ
ρ

=  – внеш-

няя возмущающая нагрузка, сосредоточенная 

в точке с координатами 11,yx ; 

)()()(
1

),,( 2222 tRyyxxtyxR −δ−δ
ρ

=  – кон-

тактная сила, возникающая от действия мас-

сы, сосредоточенная в точке с координатами 

22 , yx , где ρ  – поверхностная плотность ма-

териала, )(zδ  – дельта-функция Дирака.   

 

Соответствующую задачу математической 

физики, включающую дифференциальное 

уравнение (1), решаем с учетом нулевых на-

чальных и краевых условий (отвечающих 

закреплению границы мембраны) посред-

ством разложения искомой функции 

),,( tyxu  в двойные ряды Фурье [1]. Решение 

сформулированной задачи получим в виде 
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Влияние массы учитывается функцией 

),,( tyxR , входящей в (2), которая опре-

деляется из равенства перемещений массы 

перемещениям точки мембраны под массой, 

то есть 

 

 ).,,()( 22 tyxutuM =                  (3) 

 

Перемещения условно отсоединенной от 

мембраны массы определяются из диффе-

ренциального уравнения, составленного на 

основании второго закона Ньютона 
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Решение уравнения (4) запишем в виде 
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На основании равенства (3) получаем инте-

гральное уравнение Вольтерра для функции 

)(tR  
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Приняв следующие обозначения, 
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приведем уравнение (6) к стандартному виду 

∫ ττ−⋅=
t

dtKtRtf
0

)()()( . Использовав замену 

интеграла конечной суммой [2, 4], будем 

иметь 
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Решение уравнения (7) получим отно-

сительно неизвестных jR  в виде 
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При известных величинах, входящих в урав-

нение (2), можно рассчитать значения проги-

бов в любой точке мембраны с течением 

времени. В качестве примера рассмотрим 

такие исходные данные: поверхностная плот-

ность материала мембраны 6,3=ρ 2кг/м , 

скорость распространения поперечных волн 

деформации 30=a м/с , габариты мембраны 

6,0=l м , 4,0=m м , координаты точек при-

ложения сосредоточенной силы и сосредото-

ченной массы 3,01 =x м , 2,01 =y м , 

2,02 =x м , 2,02 =y м , величина присоеди-

ненной массы 10=M кг, интенсивность воз-

мущающей нагрузки 100=q Н. Нагрузка во 

времени действует по закону «синуса» с цик-

лической частотой колебаний 1000 =ω с
-1

. 

Число членов в соответствующих двойных 

рядах Фурье устанавливалось на основе чис-

ленного эксперимента по определению схо-

димости рядов и было принято 100х100. 

 

 
 

Рис. 2. Графики перемещений точки мембра-

ны 

 

На рис. 2 сплошной кривой соответствуют 

перемещения точки мембраны с координата-

ми 2,02 =x м , 2,02 =y м  при наличии при-

соединенной массы, пунктирной кривой – 

перемещения той же точки мембраны в 

предположении отсутствия на мембране со-

средоточенной массы. Из рис. 2 следует, что 

наличие сосредоточенной массы на мембране 

существенно уменьшает амплитуду колеба-

ний ее точек. 

 

Мембрана с несколькими  

присоединенными массами 
 

В случае присоединения нескольких разне-

сенных масс к поверхности мембраны следу-

ет рассматривать уравнение вида (1), в кото-

рое будут входить значения контактных сил 

в количестве, равном количеству присоеди-

ненных масс.  
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Рис. 3. Схема нагружения мембраны с не-

сколькими (двумя) присоединенными 

массами 

  

Рассмотрим случай, когда на поверхности 

мембраны располагаются две сосредоточен-

ные массы: 2M  в точке с координатами 

22 , yx  и 3M  в точке с координатами 33 , yx . 

Сосредоточенная возмущающая нагрузка, 

которая вызывает нестационарные колебания 

всей системы, во времени действует по зако-

ну «синуса» и приложена в точке 11 , yx . 

 

Решение задачи о вынужденных колебаниях 

прямоугольной мембраны, несущей на себе 

две сосредоточенные массы, в случае воздей-

ствия на нее сосредоточенной силы при уче-

те нулевых начальных условий будет выгля-

деть так 
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Запишем систему интегральных уравнений 

для определения возникающих контактных 

сил. При составлении этой системы исполь-

зуются такие же физические предположения, 

как и при рассмотрении случая присоедине-

ния одной сосредоточенной массы.  

 

Система интегральных уравнений такова 
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Уравнения Вольтерра, входящие в систему 

(10), как и в случае одной массы, будем ре-

шать численно, заменяя интегралы конечны-

ми суммами. Представляя систему уравнений 

(10) в матричном виде, получим 
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где 2R  и 3R  – неизвестные векторы; 11A , 

12A , 21A , 22A  – матрицы, соответствующие 

ядрам уравнений системы (11); 1f  и 2f  – 

столбцы свободных членов. 

 

Решение системы уравнений будем искать с 

помощью метода Крамера 

 

.

AA

AA

fA

fA

R;

AA

AA

Af

Af

R

2221

1211

221

111

3

2221

1211

222

121

2 ==  (12) 

 

 

(10) 



Вестник ХНАДУ, вып. 56, 2012 79 

Для построения графика перемещений точки 

мембраны в случае присоединения двух масс 

примем дополнительные исходные данные: 

величина присоединенной массы 2M , распо-

ложенной в точке с координатами 1,02 =x м, 

1,02 =y м, равна 3 кг, величина присоеди-

ненной массы 3M , расположенной в точке с 

координатами 2,03 =x м, 2,03 =y  м, равна  

4 кг. 

 

 

 
 

 

Рис. 4. Графики перемещений точек  

мембраны 

 

На рис. 4 сплошной тонкой линии соответст-

вуют перемещения точки мембраны под мас-

сой 2M , сплошной жирной линии – переме-

щения точки мембраны под массой 3M , а 

штриховой линии – перемещения точки с 

координатами 4,0=x м, 2,0=y  м.  

 

Из рис. 4 видно, что, как и в случае одной 

массы, наиболее сильное уменьшение ам-

плитуды колебаний наблюдается в точках 

расположения масс. 

 

 

 

Выводы 
 

Рассмотренные в статье задачи относят к 

прямым задачам, когда при известных на-

грузках, воздействующих на элементы кон-

струкций, находят перемещения, деформа-

ции или напряжения в произвольной точке 

этого элемента конструкции.  В данной ста-

тье получено решение задачи математиче-

ской физики для случаев присоединения к 

поверхности мембраны одной и двух сосре-

доточенных масс. На основе данного подхо-

да можно также получить решения задач для 

большего количества присоединенных масс. 
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