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Вступ 

 

Збільшення повної маси вантажних транспо-

ртних засобів, швидкостей руху, щільності 

транспортних потоків викликають необхід-

ність маневрувати та робити повороти в умо-

вах, наближених до критичних. Тому, конс-

труктивне забезпечення високих показників 

керованості зчленованого рухомого складу 

набуває все більшої значимості. Збільшення 

потенціалу керованості як однієї з основ ак-

тивної безпеки в критичних ситуаціях мож-

ливо застосуванням систем автоматичного 

контролю. 

 



Оцінювання керованості транспортного  

засобу (ТЗ) і на сьогодення відбувається ме-

тодом зважування суб’єктивних відчуттів 

водіїв, що виконують стандартизовані ви-

пробування на автополігонах. Розробка 

об’єктивних критеріїв оцінки керованості ТЗ 

становить окрему наукову задачу. 
 

Розвиток комп’ютерного моделювання ди-

наміки руху та віртуального аналізу дозво-

ляють розробляти, аналізувати та оптимізу-

вати системи контролю курсової стійкості. 
 

Аналіз досліджень 
 

Як науковий напрямок питання керованості 

ТЗ розвинуті такими провідними вченим як: 

Жуковський Н.Е., Чудаков Е.А., Певзнер Я.М., 

Литвинов А.С. [1, 2], Фаробін Я.Е., Анто-

нов Д.А., Хачатуров А.А., Элліс Д.Р. [3], Ол-

лей М., Губер Л., Дітна О., Рікерт П., Шунт Т., 

Шилінг К., Рокар І., Енне К., Пасейка Х.Б. [4], 

Гіспер М., Зегелаар П. та ін. 
 

На жаль, роботи цих авторів не пропонують 

універсального методу математичного моде-

лювання криволінійного руху зчленованого 

складу, максимально адаптованого до про-

грамування та чисельного аналізу. 
 

Постановка задачі 
 

Дослідження керованості автопотяга по мо-

делі із чотирма ступенями свободи полягає у: 

розробці адекватної математичної моделі 

криволінійного руху, визначенні впливу 

швидкості, бічного відведення шин, зчеплен-

ня шин із дорожньою поверхнею та інтенси-

вності повороту керованих коліс на курсову 

та траєкторну стійкість автопотяга. 
 

Прийняті допущення 
 

Рух автомобіля по криволінійній траєкторії 

характеризується різними видами зв’язку: 

шини колеса з опорною поверхнею, ходової 

частини з рамою та трансмісії з ведучими 

колесами. Дослідження моделі ТЗ, що врахо-

вує всі зв’язки, є завданням великої складно-

сті. У рамках спрощення задачі приймаємо 

допущення: модель керованого автопотяга 

плоска, зв’язки в елементах тягача та напів-

причепа голономні, розподіл динамічних ве-

ртикальних реакцій по колесах автопотягу 

дорівнює статичному, зв’язки шин із дорож-

ньою поверхнею в боковому напрямку нелі-

нійні та допускають ковзання. 

Розробка математичної моделі 

 
В якості об’єкта моделювання обрано авто-

потяг МАЗ-643008 + НЕФАЗ-96931. Геомет-

ричні параметри ТЗ представлені на рис. 1. 

Розташування контактних точок шин із доро-

гою зручно представити матрицями в місце-

вих системах координат тягача та напівпри-

чепа відповідно: 
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де a , b , c , a′ , b′ , c′  – відстані від центрів 
мас до осей у поздовжньому напрямку тягача 

та напівпричепа відповідно; 1 2 3 4, , , ,K K K K  

5 6,K K  – колії відповідних осей тягача та на-

півпричепа. 

 
Розподіл маси автопотяга частинами по ко-

лесах задається матрицями питомих мас: 
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Процес повороту зчленованого рухомого 

складу досить складний. Це обумовлено, в 

першу чергу, взаємодією двох частин авто-

потяга як системи, розподілом масових па-

раметрів, розташуванням геометричних 

центрів, фізичними властивостями шин і ке-

руванням [1], [2]. Розглянемо рух автопотяга 

на повороті (рис. 2). 

 
При криволінійному русі автомобіля через 

кінематичну неузгодженість кочення колеса, 

бічну еластичність та дію інерційних сил ви-

никає явище відведення шин. Це приводить 

до того, що вектори миттєвих швидкостей у 

контактних точках відхиляються на кути, 

рівні кутам відведення, а центр повороту пе-

реміщується відносно центрів мас, змінюючи 

траєкторію руху [3]. Введемо наступні мат-

риці: 



 
 

Рис. 1. Загальний вид автопотяга 

 

 
 

Рис. 2. Кінематична схема повороту автопотяга 
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де TTR, TST – матриці кутів відхилення абсо-

лютних швидкостей контактних точок відно-

сно поздовжніх осей тягача та напівпричепа 

відповідно; ΘTR1,1
 = Θ1L, ΘTR1,2

 = Θ1R, ΘST = {0} – 

матриці кутів повороту коліс тягача та напів-

причепа відповідно; δTR, δST – матриці кутів 

відведення коліс тягача та напівпричепа від-

повідно. 

 

Кути відведення коліс автопотяга: δTR = TTR – ΘTR, 

δST = TST – ΘST. В свою чергу, кожний з еле-

ментів матриць TTR, TST розраховується, ви-

ходячи з геометричних параметрів ТЗ, за за-

лежностями 
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де 
xTRV , 

yTRV  – поздовжня та поперечна 

швидкості центру мас тягача (див. рис. 2); 

xTRV ′
, 

yTRV ′
 – поздовжня та поперечна швид-

кості центру мас напівпричепа (див. рис. 3); 

TRω , STω  – кутові швидкості повороту тягача 

та напівпричепа відповідно. 

 
Швидкість зростання кутів відведення коліс 

тягача та напівпричепа: 
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де TRC , TRZ , STC , STZ  – матриці, одержані 

від диференціювання TRT  та STT  відповідно. 

 
Для врахування співвідношення кутів пово-

роту керованих коліс виконаний вибір опти-

мальних параметрів рульової трапеції та 

кермового приводу (рис. 4), [5]. Зв’язуючи 

функції розподілу повороту керованих коліс 

із передатним числом рульового механізму, 

отримуємо залежність кутів повороту керо-

ваних коліс від кута повороту кермового ко-

леса. 

 
Функції кутів повороту коліс рівні 
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Розподіл кутів повороту керованих коліс від кута повороту сошки
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Рис. 3. Розподіл кутів повороту керованих коліс від кута повороту сошки 



швидкість повороту для кожного керованого 

колеса дорівнює: 
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де θSW – кут повороту кермового колеса; iSM – 

передатне число рульового механізму; ( )B φ  – 

базис-вектор поліномів розподілу кутів по-

вороту коліс (рис. 3); CL, CR – вектори-

стовпці коефіцієнтів поліномів для лівого та 

правого керованих коліс відповідно. 
 

Для складання рівнянь руху ТЗ розглянемо 

автопотяг як цільну систему, що рухається, в 

глобальній системі координат OXY (рис. 4). 
 

 
 

Рис. 4. Схема динамічної моделі тягача з на-

півпричепом 
 

У вільному стані кожна ланка плоскої моделі 

має три ступені свободи. При зчепленні ла-

нок дві лінійні степені свободи моделі напів-

причепа стають залежними й зайвими, тому 

отримуємо модель автопотяга із чотирма 

степенями свободи. При цьому рівняння по-

ступального руху будуть описувати дві лі-

нійні степені свободи, а рівняння оберталь-

ного руху – дві кутові. 
 

Рівняння руху в загальному виді складаються 

на основі двох найважливіших теорем теоре-

тичної механіки [6] – про зміну кількості ру-

ху та про зміну кінетичного моменту. 
 

Зміна кількості руху автопотяга QΣ

�
: 
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�
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 – кількість руху тягача та напів-

причепа відповідно; 
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рні суми зовнішніх сил, діючих на тягач та 

напівпричіп відповідно; ( ) ( )i i
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 – внут-

рішні зусилля в точці зчіпки P . 

 

Зміна кінетичних моментів TRK
�

, STK
�

 ланок 

автопотяга відносно точки зчіпки P : 
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де kPM
������

, kPM ′
������

 – вектори від точки зчіпки до 

k -х точок тягача та напівпричепа відповід-

но; 
kTRm , 

kST
m  – маси k -х точок тягача та 

напівпричепа відповідно; 
kTRa

�
, 

kST
a
�

 – абсо-

лютні прискорення k -х точок тягача та на-

півпричепа відповідно. 

 

Перші два диференціальних рівняння посту-

пального руху утворюються як проекції 

dQ dtΣ

�
 на вісі рухливої системи координат 

тягача Cxy . 
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де TRe , STe  – відстань від точки зчіпки до 

центрів мас відповідно тягача та напівприче-

па; TRm , STm  – маси тягача та напівпричепа 

відповідно; ( )e
xF , 

( )e
yF  – проекції головного 

вектору, діючого на автопотяг, у системі ко-

ординат Cxy . 



Другі два диференціальних рівняння утво-

рюються як TRdK dt
�

, STdK dt
�

 відносно точ-

ки зчіпки P . Рівняння обертального руху: 

 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2

2

,

Cos

Sin

,

y x

y

x

x

y

TR TR

TR TR TR TR TR

T

TRTR

TR

TR TR

ST ST

TR

TR
TR

ST ST ST ST

I

m e V V

V
e

V
m e

V

V

I m e

⋅ω +


+ ⋅ ⋅ + ω ⋅ =




   −ω    ⋅ + −  ω    ψ     ⋅ +    ψ    
− ⋅ω  
     


+ + ⋅ ⋅ω =

�

�

��

�

�

P

TR

P

ST

M

M

 

де ITR, IST – моменти інерції тягача та напів-

причепа відповідно; ( )P

TRM , ( )P

STM  – головні 

моменти, діючі на тягач та напівпричіп від-

повідно. 

 

Кінематика руху ТЗ визначається дією сил в 

залежності від умов руху. Згідно з теорією 

автомобіля визначимо сили та моменти, що 

діють на автопотяг (рис. 5). У точках контак-

ту шин із дорожньою поверхнею виникають 

поздовжні, поперечні реакції та стабілізуючі 

моменти, які в загальному випадку є функці-

ями декількох змінних: вертикальних реак-

цій, коефіцієнтів ковзання та кутів відведен-

ня шин [3, 4]. 

 

Головні системи координат коліс можуть, як 

у випадку з керованими колесами, змінювати 

орієнтацію відносно місцевих систем коор-

динат ланок автопотягу. Введемо матриці 

зовнішніх сил, що діють в ортогональних 

системах координат Mkmn коліс тягача та 

kM m n′ ′ ′  коліс напівпричепа (див. рис. 5). 
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Матриці поздовжніх та поперечних сил на 

колесах розраховуються наступним чином. 

Поздовжні сили на колесах тягача та напів-

причепа відповідно (без урахування ковзання): 

 

m TR T TRTRWF T F Fm
RTn= −� � , 

 

m ST T STSTWF T F Fm
RTn′ = −� � , 

 

де FT – сумарна окружна сила тяги на веду-

чих колесах; FTRR
, FSTR

 – сумарні сили опору 

руху тягача та напівпричепа відповідно; TTR, 

TST – логічні матриці наявності сили тяги на 

колесах (елементи матриць 0 або 1); nT – за-

гальна кількість ведучих колес; �  – прийня-

тий знак почленного множення матриць. 
 

Розрахунки FT, FTRR
, FSTR

 виконуються за 

відомими формулами з теорії автомобіля [2]. 

Розрахунок поперечних сил та стабілізуючих 

моментів базується на спрощених теоретич-

них положеннях бічного відведення шини 

Х.Б. Пасейки [4]. Будемо вважати питомі бі-

чну силу та стабілізуючий момент функціями 

лише кута відведення шини та його похідної.  
 

Введемо для зручності матриці кількості шин 

коліс тягача та напівпричепа: 
 

1 2 2

1 2 2
TRW

T
 

=  
 

,     
1 1 1

1 1 1
STW

T
 

=  
 

. 

 

Тоді, бічні сили на колесах тягача та напів-

причепа можна отримати як: 
 

( )( )max TR
n TR n TR TRF W F cFf d dtδ= − δ + δ�� �

( )( )max ST
n ST n ST STF W F cFf d dt′ ′ δ= − δ + δ�� � , 

 

де 
( )( )2 2

maxmax

e

n TRF F F
z m= ⋅ϕ −  – матриця ма-

ксимально можливих бічних реакцій тягача; 

( )( )2 2
maxmax z

e

n STF F Fm′ ′= ⋅ϕ −  – матриця макси-

мально можливих бічних реакцій напівпри-

чепа; 
( )e
TRF

z
 – матриця вертикальних реакцій 

на колесах тягача; 
( )e
STF
z
 – матриця вертикаль-

них реакцій на колесах напівпричепа; fF(δ) – 

функція залежності питомої бічної сили від 

кута відведення (рис. 6); φmax – максимальний 

коефіцієнт зчеплення з дорогою у бічному 

напрямку; 
TR

cδ� , 
ST

cδ�  – коефіцієнти лінійного 

грузлого опору в шинах тягача та напівпри-

чепа. 



 
 

Рис. 5. Дія зовнішніх силових факторів на автопотяг 
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Рис. 6. Питомі характеристики залежності бокової сили та стабілізуючого моменту від кута від-

ведення шини 

 

Матриці стабілізуючих моментів у плямах 

контакту шин із дорожньою поверхнею: 
 

( ) ( ) ( ) ( )
max

S

TR TR TR maxM W
S

M TR
f M

δ= δ ⋅ ⋅ϕ� , 

( ) ( ) ( ) ( )
max

S

ST ST ST maxM W
S

M ST
f M

δ= δ ⋅ ⋅ϕ� , 

 

де fM(δ) – функція залежності питомого ста-

білізуючого моменту від кута відведення 

(рис. 6); 
( )
max

S

TR
M , 

( )
max

S

ST
M  – максимальні стабі-

лізуючі моменти шин тягача та напівпричепа 

при номінальному статичному навантаженні. 
 

Перехід у системи координат Cxy, C′x′y′ дає 

наступні чотири матриці сил: 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

x

e

m TR n TRTR

e

m TR n TRTR

F F Cos F Sin

F F Sin F Cos
y

 = Θ − Θ


= Θ + Θ

� �

� �

, 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

y

e

m ST n STST

e

m ST n STST

F F Cos F Sin

F F Sin F Cos

x′

′

′ ′

′ ′

 = Θ − Θ


= Θ + Θ

� �

� �

, 

де 
( )

x

e

TRF , 
( )

y

e

TRF  – проекції векторів сил на ко-

лесах тягача в системі координат Cxy ; 
( )

x

e

STF
′
, 

( )
y

e

STF
′
 – проекції векторів сил на колесах на-

півпричепа в системі координат C x y′ ′ ′ . 

 
Проекції головного вектора на осі системи 

координат тягача: 
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Головні моменти зовнішніх сил відносно  

точки P  для тягача та напівпричепа відпові-

дно: 
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Таким чином формуються зовнішні силові 

фактори у системі диференціальних рівнянь. 

Наступний крок – інтегрування рівнянь руху 

автопотяга. Для цього переформовуємо сис-

тему диференціальних рівнянь до матрично-

го виду, розділяючи вищі та нижчі похідні. 

Інтегрування виконується у два етапи: отри-

мання лінійних та кутових швидкостей, 

отримання лінійних та кутових переміщень. 

 

Етап 1: 

( ) ( )( )( )1

x y

T

TR TR TR STV V

dt
−

 ω ω = 

⋅ + ψ ⋅ ⋅∫ � �m sM M S L P U

. 

 

Етап 2: 

[ ]

( )
x y

T

TR TR

T

TR TR TR ST

X Y

V V C dt

γ ϕ =

   ⋅ γ ω ω ⋅  ∫
. 

 

У цих виразах: Mm, L – матриці інерційних 

коефіцієнтів прискорень та вільних членів 

відповідно; Ms, P(ψ) – тригонометричні мат-

риці прискорень та вільних членів відповідно; 

( ) ( ) ( ) ( ) T
 =  

e e P P

x y TR STS F F M M  – вектор зовніш-

ніх силових факторів; 

2 2
U

x y

T

TR TR TR TR TR STV V = ⋅ω ⋅ω ω ω   – кіне-

матичний вектор; ( )
( ) ( )
( ) ( )

Cos Sin

Sin Cos
C

 γ γ 
γ =  − γ γ 

 – 

матриця переходу з місцевої системи коор-

динат тягача Cxy до глобальної системи ко-

ординат OXY. 

 

На основі викладеної методики створені про-

грамні модулі в системі комп’ютерної мате-

матики MATLAB з розрахунку кінематичних 

параметрів криволінійного руху моделі авто-

потяга в залежності від умов руху: швид-

кості, закону повороту кермового колеса, 

коефіцієнта зчеплення шини з дорогою та ін. 

Розрахунки виконуються чисельними мето-

дами на основі алгоритмів чисельного дифе-

ренціювання або методами Рунге-Кутта. 

 

Результати досліджень 

 

Згідно з методикою випробування автомобі-

лів на керованість виконуються певні манев-

ри: рух по колу з визначенням коридору, 

найменших радіусів повороту по осям сліду 

внутрішнього та зовнішнього коліс; перестав-

ка; криволінійний рух або рух типу «змійка»; 

рух в критичних умовах та інші. З’імітуємо 

деякі види випробувань з метою визначення 

можливості здійснення маневрів, оцінки кур-

сової стійкості та адекватності створеної мо-

делі зчленованого рухомого складу. Обмежи-

мося у дослідженнях тільки тяговими режи-

мами руху з причин складності моделювання 

гальмівної динаміки на плоских моделях. 

 

Найпростіша форма криволінійного маневру – 

рух по колу на малій швидкості. При цьому 

забезпечуються найменші радіуси повороту 

створеної моделі автопотяга (рис. 7). Задаємо 

умови руху: початкова швидкість – 5 км/год, ам-

плітуда повороту кермового колеса – 2,5 обер-

тів; зчеплення з дорожньою поверхнею – 100 %; 

час руху – 15 с. Отримані наступні результа-

ти: радіус повороту по сліду осі внутрішньо-

го колеса становить 7,75 м, радіус повороту 

по осі сліду зовнішнього колеса – 9,2 м. Ре-

зультати добре узгоджуються з даними тех-

нічної характеристики автопотяга, що скла-

дають 7,6 м й 9 м внутрішній та зовнішній 

радіуси відповідно. 

 

 
 

Рис. 7. Рух по колу 



Найбільш розповсюдженим випадком втрати 

керованості автопотяга є складання тягача з 

напівпричепом. У прогнозуванні стійкості 

руху важливо знати, за яких умов і яким чи-

ном відбувається втрата керованості. Зіміту-

ємо рух для даної моделі з складанням при 

повороті (рис. 8). Умови руху: початкова 

швидкість – 45 км/год; швидкість повороту 

кермового колеса – π/10 рад/с; амплітуда по-

вороту кермового колеса – 2,5 об; час руху – 

20 с. Імітації такого плану виникають досить 

часто, що вказує на потенційну нестійкість 

системи тягач-напівпричіп. 

 

 
 

Рис. 8. Втрата стійкості (складання) 

 

Вплив зчеплення шин з дорожньою поверх-

нею на зміну траєкторії руху ілюструє іміта-

ція «переставки» (рис. 9). Умови руху відпо-

відають різним зчепленням з дорожньою по-

верхнею; початкова швидкість – 30 км/год; 

кутова швидкість при синусоїдальному законі 

повороту кермового колеса – π/4 рад/с; амп-

літуда повороту кермового колеса – 2 оберти; 

час руху – 8 с. Зсув траєкторії руху відбува-

ється у поздовжньому напрямку, що обумов-

лено зниженням бічних реакцій на поворо-

тах, і, як наслідок, кривизни траєкторії руху. 

У випадку використання лінійної характери-

стики шини унеможливлюється виконання 

такого типу маневру, що свідчить про необ-

хідність обмеженого використання лінійних 

моделей шин. 

 

Експлуатація зчленованих транспортних за-

собів в критичних умовах руху супроводжу-

ється ймовірними (із втратою стійкості) 

явищами: «складання», перекидання транс-

портного засобу та ковзання коліс. На рис. 10 

представлений результат імітації криволіній-

ного руху з низьким зчепленням із дорож-

ньою поверхнею, умови якого наступні: по-

чаткова швидкість – 30 км/год; швидкість 

повороту кермового колеса – π/5 рад/с; амп-

літуда повороту кермового колеса – 1,8 об; 

час руху – 16 с, зчеплення – 20%. Отриманий 

результат адекватно відтворює фізику руху 

автопотяга в даних умовах, демонструючи 

ковзання коліс та занос напівпричепа. 

 

Висновки 

 

Модель зчленованого рухомого складу адек-

ватно відтворює криволінійний рух автопо-

тяга, що дає підстави вважати висвітлену 

вище теорію вірною. Програмний модуль, 

створений на основі викладеної методики, є 

універсальним і може використовуватись для 

дослідження в першому наближенні керова-

ності будь-якого дволанкового рухомого 

складу. 

 

Також викладено теоретичні положення про-

гнозування керованості моделі автопотяга, 

що враховує конструктивні параметри (габа-

ритні розміри, кількість коліс та розподіл 

ваги по колесах), розподіл кутів повороту 

керованих коліс, стаціонарну нелінійність 

зв’язку шин (зчеплення в контактних точках 

шини, кути відведення та стабілізуючі моме-

нти кожного з коліс) з дорожньою поверх-

нею. Слід звернути увагу, що дослідження 

для складеної моделі відтворювалися лише 

на тягову динаміку криволінійного руху. 

Моделювання гальмівної криволінійної ди-

наміки автопотягу суттєво ускладнюється 

моделюванням роботи системи гальмового 

керування. Врахування ряду конструктивних 

параметрів обмежено постановкою задачі у 

площині. Отже, дана модель може викорис-

товуватися для попередньої оцінки керова-

ності автомобіля і являється проміжною в 

розвитку даного питання в рамках плоскої 

задачі. 

 

Унікальність та універсальність моделі авто-

потяга підкреслюється представленням її в 

матричному виді, що є оптимальним для 

швидкості розрахунків та програмуванням у 

середовищі MATLAB. Віртуальна модель 

автопотяга створена таким чином, що дозво-

ляє подальший її розвиток та ускладнення, а 

саме – розгляд гальмівної динаміки, враху-

вання реакції водія та перерозподілу ваги. 



 
 

Рис. 9. Імітація маневру «переставка» 
 

 
 

Рис. 10. Імітація руху автопотяга зчепленням із дорожньою поверхнею 

 

Адекватність моделі зчленованого рухомого 

складу деяким чином підтверджується резуль-

татами віртуальних випробувань. В криволі-

нійному русі зчленованих рухомих складів 

існує потенційна небезпека втрати стійкості 

руху (ковзання коліс, складування тягача з 

напівпричепом). Таким чином актуальним 

стає питання поєднання імітаційних моделей 

систем керування динамікою автомобіля з 

самою динамікою транспортного засобу, що 

дасть можливість аналізувати, оптимізувати 

та настроювати такі інтелектуальні системи. 
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