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Анотація. Проведено аналіз стійкості прямолінійного руху плоскої моделі швидкісного спеціа-
лізованого вагона на циліндричних прогумованих колесах. На основі критерію Рауса-Гурвіца 
отримано межі області стійкості у площині двох параметрів моделі: параметра приведеної 
жорсткості первинного ресорного підвішування й повздовжньої швидкості руху. 
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Аннотация. Проведен анализ устойчивости прямолинейного движения плоской модели ско-
ростного специализированного вагона на цилиндрических прорезиненных колесах. На основе 
критерия Рауса-Гурвица получены границы области устойчивости в плоскости двух парамет-
ров модели: параметра приведенной жесткости первичного рессорного подвешивания и про-
дольной скорости движения. 
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Abstract. Analysis of stability of the rectilinear movement of the flat model of the high-speed specia-
lized car with cylindrical rubberized wheels is carried out. On the basis of Routh-Hurwitz criterion 
there were determined the boundaries of the stability area in the plane of two parameters of the  
model: the parameter of the given rigidity of the primary spring suspension and longitudinal speed of 
the movement. 
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Вступ 
 

Мегаполіси вже давно зазнають транспорт-
них проблем. Громадський транспорт у сере-

дньому рухається зі швидкістю, меншою ніж 
30 км/год. Причина – вуличні затори. Основ-
не транспортне навантаження у великих міс-
тах бере на себе метрополітен. Та лишається 
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проблема спальних мікрорайонів, які не охо-
плені метрополітеном. Альтернативою назе-
мному та підземному транспорту може бути 
монорейковий транспорт. 
 
Формально монорейкова дорога – це транс-
портна система, в якій вагони переміщаються 
по балці (монорейці), установленій на окре-
мих опорах або естакаді. Головна мета ви-
найденого транспорту – об’єднати відносну 
компактність канатних доріг із надійністю 
метрополітену. 

 
Аналіз публікацій 

 
У роботі буде розглянуто принципову мож-
ливість реалізації такого виду транспорту на 
базі класичної схеми рейкового візка на про-
гумованих циліндричних колесах (рис. 1). 
 
Вважається, що колесо циліндричне, прогу-
моване та котиться по горизонтальній опор-
ній поверхні (напрямному коридору) – це 
повинно наближати модель взаємодії колеса 
з опорною поверхнею до традиційної моделі 
відведення І. Рокара [1, 2]. Дійсно, модель 
силової взаємодії за Картером [3, 4], у випад-
ку колісної пари з циліндричною поверхнею 
кочення, еквівалентна гіпотезі відведення 
І. Рокара; останнє дає можливість дійти по-
передніх висновків щодо курсової стійкості 
системи (властивість системи поновлювати,  
наприклад, прямолінійний рух уздовж осі 
шляху при виникненні малих початкових 
збурень). Зрозуміло, що для цього була б не-
обхідна асимптотична стійкість по всіх коор-

динатах моделі, а не лише по фазових швид-
костях, що характерно для транспорту на ци-
ліндричних колесах, для якого ці координати 
є циклічними – не входять до рівнянь збуре-
ного руху, а відповідна система лінійного 
наближення має відповідну кількість нульо-
вих коренів характеристичного рівняння [3]. 
Тому некерована модель такого екіпажа мог-
ла б лише спрямляти траєкторію свого руху, 
одночасно віддаляючись від осьової лінії до-
роги.  
 
Тому суттєвим конструктивним елементом 
системи є додаткові горизонтальні пружні 
елементи, які функціонально виконують як 
стабілізуючу роль, так і роль керувального 
(напрямного) модуля на криволінійних діля-
нках дороги. 
 

Мета і постановка завдання 
 

Метою роботи є дослідження стійкості пря-
молінійного руху плоскої моделі швидкісно-
го спеціалізованого вагона на циліндричних 
прогумованих колесах та вибір раціональних 
значень параметрів моделі, зокрема приведе-
ної жорсткості первинного ресорного підві-
шування. 
 

Аналіз стійкості прямолінійного руху  
моделі візка з циліндричними колесами 

 
Розглянемо плоску модель візка, що скла-
дається з рами та пружно пов’язаних з нею 
двох колісних пар. 

 

 

Рис. 1. Схема швидкісного спеціалізованого вагона: a  – половина бази візка; b  – відстань між 
осями пружин буксового підвішування; xy kk ,   – подовжня й поперечна жорсткості буксо-
вого підвішування відповідно  

 
Колісна пара розглядається як механічна си-
стема із двома ступенями свободи: iy  – біч-
ний зсув центра мас і-ї колісної пари віднос-
но осі шляху (інерційна система відліку XYZ 

рухається з постійною швидкістю V уздовж 
прямої, що збігається з віссю шляху). Рів-
няння руху традиційної плоскої моделі дво-
вісного візка (без зовнішніх горизонтальних 
пружних елементів – напрямних)  



Вестник ХНАДУ, вып. 67, 2014 21 

 
1

2

2 12

2
2 2 2 2

1 2 2 12

2

1 1 12

2
2 2

1 1 1 12

2

1 22

2 2 4 0;

2 4 4 2 2 2 0;

2 2 2 0;

2 2 0;

2

y y y

x x y y x y

y y y Y

x x

M Y k Y k Y k Y
t

J b k b k a k ak Y b k ak Y
t

m Y ak k Y k Y Q
t

J b k b k Q
t

m Y a
t



                          
                        

     22

2
2 2

1 2 2 22

2 2 0;

2 2 0,

y y y Y

x x

k k Y k Y Q

J b k b k Q
t 

                 

(1) 

 
де Y та Y1, Y2 – бокове зміщення екіпажа та 
колісних пар відносно повздовжньої осі від-
повідно;   та 

21 ,  – курсовий кут екіпа-
жа та колісних пар відповідно. 
 
Перші два рівняння системи (1) відповідають 
рамі візка; останні дві пари рівнянь описують 
плоский рух колісних пар на прогумованих 
колесах. Бічні проекції сил псевдоковзання 
позначені через YiQ , а наведений момент  
псевдоковзання iQ  включає стабілізуючий 
момент (другий доданок), який є функцією 
відносного поперечного псевдоковзання.  
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Можна констатувати повну аналогію між 
визначенням сил взаємодії колісної пари з 
опорною поверхнею та взаємодією еластич-
ного колеса з дорожнім покриттям [5]. 
 
Сила крипу як функція відносного псевдоко-
взання визначається формулою  
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де iP  – вертикальні реакції в точках контакту 
колеса з рейкою в [кН] (будемо вважати рів-
ними на лівому та правому колесах); ik  – 
коефіцієнт псевдоковзання; fk  – коефіцієнт 

тертя;   2/122
iyixi   – відносне проковзу-

вання. 
 
Поздовжня й поперечна складові відносного 
псевдоковзання визначаються таким чином 
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Тоді для поздовжньої та поперечної складо-
вих сил псевдоковзання маємо 
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Коефіцієнти жорсткості xk , yk пружних еле-
ментів оберемо так, щоб підсистеми, які від-
повідають фазовим змінним iY , ,iX  мали 
співпадаючі власні частоти  
 

2

1 1

2 2 .y xk k b
m J

     (7) 

 
Незбуреному руху колісної пари відповіда-
ють нульові значення всіх фазових змінних. 
Визначення умов стійкості моделі візка (зок-
рема критичної швидкості) може бути прове-
дено на основі критерію Рауса-Гурвіца. 



Вестник ХНАДУ, вып. 67, 2014 
 

22 

За деякої (критичної) швидкості модель візка 
втрачає стійкість – починається процес нео-
бмеженого росту поперечних коливань еле-
ментів підвіски (колісних пар) та самої рами 
візка. Коливальна (флатерна) нестійкість 
пов’язана з появою пари суто уявних коренів 
характеристичного рівняння (пара комплекс-
но-спряжених коренів перетинає уявну вісь). 
На основі критерію Рауса-Гурвіца можна 
отримати межі області стійкості у площині 
двох довільних параметрів моделі (буде по-
будовано межі у площині параметра приве-
деної жорсткості первинного ресорного під-
вішування   й повздовжньої швидкості руху 
V ) – область, в якій всі визначники Гурвіца 
додатні, відповідає області стійкості; об-
ласть, в якій хоча б один із визначників 
від’ємний, є областю нестійкості.  
 
З аналізу умов стійкості традиційної схеми 
візка з циліндричними колесами випливає, як 
і очікувалось, нестійкість по боковому змі-
щенню Y та куту рискання  екіпажа. 
 
Тому для подальшого аналізу областей стій-
кості у просторі параметрів системи були 
додані «зовнішні» поперечні пружні елемен-
ти (в першому та другому рівняннях – по од-
ному доданку YKY4 , YKa24  відповідно), 

без яких асимптотична стійкість візка по ко-
ординатах Y,   неможлива. 
 
Для чисельного дослідження границь стійко-
сті моделі візка у площині параметрів ( , )V  
були взяті такі числові значення решти пара-
метрів: 

042,1a  м, 586,0b  м; 
11901 m  кг та 3072M  кг – маса колісної 

пари та рами візка відповідно; 
4081 j  кгм2 та 1622J  кгм2 – централь-

ний вертикальний момент інерції колісної 
пари та рами візка відповідно; 

356,00 r  м – радіус циліндричного колеса; 
19700yK  Н/м – поперечна жорсткість; 
756,0d  м – половина колії; 
63,13P  кН – реакція опорної поверхні, що 

припадає на одне колесо; 
506,27821 k  Н – коефіцієнт крипу; 

875,2311   Нм – коефіцієнт стабілізуючого 
моменту. 
 
Знайдемо матрицю коефіцієнтів системи лі-
нійного наближення в загальному вигляді 
через відповідний Якобіан: jacobian   
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Після підстановки числових значень параметрів отримаємо матрицю 
 

 
 
Межі області стійкості у площині параметрів 

5000 60000   , 0 140V    відповідають 
дев’ятому та десятому визначникам Гурвіца 

(останні визначники в розглянутій області 
параметрів залишаються чітко додатними). 

 

      
а     б 

 
Рис. 2. Границі у площині параметрів (  ,V ), що відповідають зміні знака визначника Гурвіца:  

а – дев’ятий визначник Гурвіца; б – десятий визначник Гурвіца 
 
 
Межа області стійкості лежить нижче су-
цільної кривої (рис. 2, б) (в діапазоні 

600005000    визначається десятим ви-
значником Гурвіца). 
 

Подані нижче значення визначників Гурвіца 
для двох точок площини параметрів підтвер-
джують факт втрати стійкості візком за шви-
дкості 8,29V  м/с (параметр ресорного під-
вішування 10000  м/с2): 
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                          ;1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,7,29,10000 DGDGDGDGDGDGDGDGDGDGDGVsubs 
 

 
                           ;1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,8,29,10000 DGDGDGDGDGDGDGDGDGDGDGVsubs 
 

 

 
Як видно з наведених результатів, саме деся-
тий визначник Гурвіца змінює знак за швид-
кості 29,8 м/с. Таким чином, обраний вище 
набор числових значень конструктивних па-
раметрів разом із параметром приведеної 
жорсткості 10000  м/с2 (відповідні йому 
значення коефіцієнтів жорсткості пружних 
елементів 410595  xy kk  Н/м) гарантує 
стійкість прямолінійного руху моделі вагона 
за швидкостей до 30 м/с. 
 

Висновки 
 

Для асимптотичної стійкості прямолінійного 
руху моделі колісного візка спеціалізованого 
швидкісного вагона необхідна наявність до-
даткових горизонтальних пружних елемен-
тів; параметри первинного ресорного підві-
шування, що забезпечують стійкість системи, 
можна визначити на основі наведеного кое-
фіцієнта жорсткості τ. Надалі буде розгляну-
то оптимізацію цього параметра та параметра 
жорсткості горизонтального пружного еле-
мента yK , з метою збільшення області стій-
кості за величиною повздовжньої швидкості 
руху. 
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