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Введение 
 

В работе [1] показано, что любую  линейную 

вязкоупругую структурную модель можно 

привести к одному из видов (рис. 1). 
 

Анализ публикаций 
 

В работе [2] приведено исходное дифферен-

циальное уравнение для 3D-элемента Мак-

свелла. Для n-го элемента (рис. 1) оно будет 

иметь вид: 

                  2
nn

n n dH
H n

n

dDdD
D

G dt dt

η
+ = η ,           (1) 

 

где ,nη  nG  − обозначены на рис. 1; ,n
HD  n

dD  − 

девиаторы напряжений и деформаций для n-

го элемента Максвелла. 

 

Исходя из работы [3], можно также записать 

уравнение, описывающее элемент Гука,  

рис. 1, б, г 
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                      ( ) ( )2H G d GD G D
∞ ∞

∞=                    (2) 

 

где ( )H GD
∞

, ( )d GD
∞

 − девиаторы напряжений и 

деформаций элемента Гука, рис. 1, б, г;  
 

– для элемента Ньютона (рис. 1, в, г) 
 

                       ( ) ( )2H N d ND D
∞ ∞

∞= η & ,                  (3) 

 

где ( )H ND
∞

, ( )H ND
∞& − соответствующие девиа-

торы напряжений и скоростей деформаций. 

 

Из работы [4] можно записать решения для 

девиатора напряжений элемента Максвелла 
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где 0n
HD  – девиатор напряжений n-го элемен-

та при начальных условиях, т.е. при 0t = ; 
n
dD&  – девиатор скоростей деформаций n-го 

элемента Максвелла; n
n

nG

η
τ = ; t  – время на-

гружения; ξ  – текущее время. 
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Рис. 1. Линейные вязкоупругие структурные 

модели с n количеством элементов Мак-

свелла: а, б, в, г – разновидности обоб-

щенных моделей Максвелла; 1,G  2 ,G  … 

,nG  G∞  – модули  упругости на сдвиг 

соответствующих элементов Гука; 1,η  

2 ,η  … ,nη  ∞η  – коэффициенты вязкости 

соответствующих элементов Ньютона 

Цель и постановка задачи 
 
Исходя из известных решений [2–4], необхо-

димо построить общие решения для тензоров 

напряжений и деформаций обобщенных мо-

делей Максвелла. 

 

Тензор напряжений 
 

Известно [5], что тензор напряжений можно 

представить в виде 

 

                          H H srT D I= + σ ,                   (5) 

 

где HD – девиатор напряжений; srI ⋅σ – ша-

ровой тензор; I – единичная матрица; srσ – 

среднее напряжение в точке [5]. 

 

Девиатор напряжений 
 
Если известны девиаторы деформаций dD  и 

их скоростей изменения dD& , при этом 

 

( ) ( )
n

d d d N d GD D D D
∞ ∞= = = , 

( ) ( )
n

d d d N d GD D D D
∞ ∞= = =& & & &               (6) 

 

где dD – девиатор деформации исследуемой 

структурной модели; ( ) ( ), ,
n
d d N d GD D D

∞ ∞& &  – обо-

значены в (4, 3, 2), то в общем случае для 

рис. 1 решение относительно девиатора на-

пряжений можно записать в виде 
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m
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D D D D∞ ∞

=
= + +∑ ,           (7) 

 

где  ( ) ( ), ,
n
H H N H GD D D

∞ ∞
 – записаны в (4, 3, 2). 

 

В случае одноосного напряженно-дефор-

мированного состояния, например, растяже-

ния-сжатия вдоль оси Х 
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x x x N x G
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σ = σ + σ +σ∑ ,             (8) 

 

где ( ) ( )
1

, , 
m

n
x x N x G

n

∞ ∞

=
σ σ σ∑ – напряжения в элемен-

тах (рис. 1), в соответствии с (7). 
 

Из [4] 
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где 0
n
xσ  – начальные условия по напряжени-

ям для n-го элемента Максвелла. 

 

Из [3] 

 

( ) 3x N x
∞

∞σ = η ε& ;                      (10) 

 

( ) 02 (1 )( )x G x xG
∞

∞σ = +µ ε + ε ;         (11) 

 

где 0xε – деформация при 0t = ; µ  – коэффи-

циент Пуассона. 

 

При нагружении на срез, например, для 

xyτ (см. [4]) 

 

( ) ( )
1

m
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xy xy xy N xy G
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∞ ∞

=
τ = τ + τ + τ∑ ,            (12) 

 

где       0

0

n n

t t
t

n n
xy xy n xye G e d

−ξ
− −
τ ττ = τ + γ ξ∫ & ,          (13) 

0n
xyτ  – начальные условия по напряжениям 

для n-го элемента Максвелла. 

 

Из [3] 

 

( )xy N xy
∞τ = ηγ& ;                   (14) 

 
0

( ) ( )xy G xy xyG
∞

∞τ = γ + γ            (15) 

 
0
xyγ  – деформация сдвига при 0t = . 

 

В выражениях (7, 8, 10–12, 14, 15), прирав-

нивая к нулю ∞η  и (или) G∞ , можно полу-

чить решение для любой из моделей (рис. 1). 

 

Шаровой тензор напряжений 
 

Определяя шаровой тензор через srσ , см. (5), 

для последних, исходя из выводов работ  

[2–4], по аналогии с (7) можно записать 
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m
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sr sr sr N sr G
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где из [4] 
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0n
srσ − начальные условия по n

srσ , при 0t = ; 

 

0
Vn
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nK

η
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Vnη − коэффициент объемного вязкого со-

противления [10] n-го элемента Максвелла; 

 

2 (1 )

3 (1 2 )

n
n

G
K

+ µ
=

⋅ − µ
 – модуль упругости      (19) 

 

при объемном расширении n-го элемента 

Максвелла; n
srε  – средняя деформация [5] для 

n-го элемента Максвелла; 

 

( ) 3sr N V sr
∞ ∞σ = η ε& , см [3],               (20) 

 

где V
∞η  – коэффициент объемного вязкого 

сопротивления у элемента Ньютона (рис. 1, в, г). 

 
0

( ) 3 ( )sr G sr srK
∞ ∞σ = ε + ε ,              (21) 

 

где K∞ − модуль упругости при объемном 

расширении элемента Гука, рис. 1, б, г; 0
srε  – 

средняя деформация при 0t = . 

 

Несколько иной подход нужно использовать, 

если по известному тензору напряжений и 

его производным по времени необходимо 

найти тензор деформаций. 

 

Представляя последний в виде 

 

d d srT D I= + ε ,                     (22) 

 

необходимо исходить из дифференциального 

уравнения для всей структурной модели. 

 

Девиатор деформаций 
 
Для моделей на рис. 1 исходное дифферен-

циальное уравнение удобнее всего получать 

исходя  из [2, 6, 8] 
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где D  − символ, имеющий смысл дифферен-

цирования по времени. Все математические 

преобразования с ним в (23) проводятся как с 

обычной алгебраической величиной, в конце 

заменяя на 
d

dt
. 

 

Получив, таким образом, линейное диффе-

ренциальное уравнение, его можно решать 

как относительно dD , так и HD [7]. 

 

Например, в [2] для двух параллельных эле-

ментов Максвелла получено 

 

1 1 2 2

1 1

1 1 1 12

H

d

D

D

G D G D
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+ +
η η

,         (24) 

 

откуда 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 1 2
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d d

H H H

G G D G G D

D G G D G G D

η η + + η +η =

= η η + η + η +

&& &

&& &
    (25) 

 

Общеизвестно [7, 8], что для уравнения вида 

 

0 1 2 ( )a x a x a x f t+ + =&& &              (26) 

 

с начальными условиями 

 

0(0)x x= ; 0(0)x x=& &             (27) 

 

решение можно рассматривать в виде 
 

0. .0 . .P ch P Hx x x= + ,                 (28) 
 

где 0. .0Px  − общее решение однородного 

уравнения; . .ch P Hx  – частное решение неод-

нородного уравнения. 

 

При этом для случая 2
1 0 2( - )  0a a a 〉  

 
1 2

0. .0 1 2
k t k t

Px c e c e= + ,                (29) 

 

где 1 2,  k k – корни характеристического урав-

нения (26) 

 
2

0 1 2 0a k a k a+ + = ;                  (30)  

 

1 2,  c c  – постоянные, определяемые из на-

чальных условий (27). 

 

 

Частное решение неоднородного уравнения 

 

 1 2
. . 1 2( ) ( )k t k t

ch P Hx c t e c t e= + .    (31) 

 

После соответствующих преобразований по-

лучаем 
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Применяя решения (29, 32) к рассматривае-

мой задаче (25), получаем 
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1 1 2 1 22 ( )a G G= η + η ;             (36) 

 

( )f ξ  – правая часть уравнения (24); 
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a
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0 1 2 1 22 ( )a G G= η η + ;            (38) 

 
0 0,   d dD D&  – начальные условия. 

 

В случае одноосного нагружения, например 

для xσ . Для уравнения [2] 
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получаем решение 
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где                        0
1 0

2

x
xc

k

ε
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;                  (41) 
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;                        (42) 

 

1 1 2 1 23 ( )a G G= η + η ;                 (43) 
 

0 1 2 1 23 ( )a G G= η η + ;                (44) 
 

0 ,xε  0xε&  − начальные условия. 

 

При чистом срезе, например, для yxτ , yxγ . 

При уравнении [2] 
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Решение имеет вид 
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1 1 2 1 2( )a G G= η + η ;             (49) 
 

0 1 2 1 2( )a G G= η η + ;             (50) 

 

0xγ , 0xγ&  – начальные условия. 

 

Шаровой тензор деформаций 
 

Методика определения srε  (22) такая же, как 

и в случае с девиатором деформаций. Исход-

ное дифференциальное уравнение необходи-

мо получать из [2, 6] 
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    (51) 

где nK , K∞  − объемные модули упругости 

соответствующих элементов (рис. 1); Vnη , 

V∞η  − объемные коэффициенты вязкого со-

противления. 

 

Далее методика решения соответствует  

(26)–(32). 

 

Выводы 
  

Полученные 3D-решения обобщенной моде-

ли Максвелла впоследствии могут быть ис-

пользованы: 

 

1. При численном моделировании сложных 

инженерных сооружений, например, с ис-

пользованием метода конечных элементов. 

 

2. При анализе экспериментальных данных. 
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