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Введение 
 

Для обеспечения безопасности при эксплуа-
тации автомобиля требуется исследование 
поведения упругой системы при возможном 
постепенном изменении ее параметров. Даже 
медленное изменение параметров может вы-
звать существенное изменение динамическо-
го поведения системы. 
 
Данная работа посвящена исследованию дина-
мических характеристик упругой системы при 
возможном изменении ее параметра, связан-
ного с изменением жесткости амортизации. 

 

Анализ публикаций 
 

В работе [1] рассмотрен метод приближенно-
го решения дифференциального уравнения 
колебаний осциллятора, параметры которого 
с течением времени изменяются.  
 
В работе [2] проведено детальное исследова-
ние работы амортизации автомобиля при 
различных конструктивных мероприятиях и 
решениях.  
 
В работе [3] исследована работа шасси и от-
дельных ее элементов в различных условиях 
эксплуатации. 
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Цель и постановка задачи 
 

Задачей работы является численное исследо-
вание на ЭВМ вертикальных колебаний ав-
томобиля при медленном уменьшении жест-
кости амортизации автомобиля. 
 
Дифференциальное уравнение упругих 
колебаний. Адиабатическое решение 

 
В [1] проводится анализ решения дифферен-
циального уравнения свободных колебаний. 
 

2 0 ( ( ), ( ))x x x x t t+ ω = = ω = ω&& .         (1) 
 
Это уравнения колебаний осциллятора, па-
раметры которого с течением времени меня-
ются. В общем случае уравнение (1) не ин-
тегрируется в квадратурах и исследование 
его довольно сложно, однако в важном част-
ном случае, именно когда коэффициент ω 
меняется медленно, такое исследование 
можно провести.  
 
Мерой времени будем считать период сво-

бодных колебаний 
ω
π

=
2T . 

 
Какая-либо величина меняется адиабатиче-
ски, если ее относительное изменение за этот 
период мало. Адиабатичность изменения ω&  
означает, что 2ω << ω& . Общее решение 
уравнения (1) ищется в виде 
 

sinx A= ϕ ,                        (2) 
 
что приводит к соотношениям  
 

02 =ω+ω && AA ,                     (3) 
 

CA =ω2 .                         (4) 
 

Итак, амплитуда колебаний меняется обрат-
но пропорционально корню из текущего зна-
чения собственной частоты. Величина 2A ω  
называется адиабатическим инвариантом [1]. 
 

Численный расчет на ЭВМ упругих  
колебаний 

 
Проведем численные расчеты на ЭВМ пове-
дения упругой системы при медленном из-
менении одного параметра. Рассмотрим вер-
тикальные колебания автомобиля при мед-
ленном уменьшении жесткости амортизации 

автомобиля. Уравнение вертикальных упру-
гих колебаний в общем случае имеет вид: 
 

)sin(2 2 δ+=ω++ pthxxnx &&& ,            (5) 
 
где x – координата кузова по вертикали (систе-

ма с одной степенью свободы); 2 kn
m

= , k – 

коэффициент сопротивления, определяющий 
демпфирование амортизации; m – масса ав-
томобиля; ω – частота свободных колебаний; 

/h F m= , F – амплитуда возмущающей си-
лы; p – ее частота; δ – начальная фаза. 
 
В нашем случае коэффициент ω2 пусть изме-
няется медленно согласно закона 
 

te
T

λ−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

=ω
2

2 2 .                  (6) 

 
Коэффициент λ принимается таким, чтобы 
выполнялось условие адиабатичности  
 

2 2 2( ) ( )ω << ω& . 
 
Согласно [2] зададимся такими параметрами 
системы: 
T = 1 c – период колебаний подвески; по 
оценке [3] такая величина наиболее ком-
фортна для человека. 
 
На рис. 1 показан характер колебаний, выз-
ванных начальным возмущением x(0) = 0,02 м, 
( ) 00 =x&  при λ = 0,5. 

 

 
 
Рис. 1. Увеличение амплитуды колебаний при 

медленном изменении параметра λ 
 
Видно, что амплитуда изменяется обратно 
пропорционально текущему значению собст-
венной частоты. Кроме того, увеличивается 
период собственных колебаний. Отметим, что 
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раскачивание колебаний происходит при отсут-
ствии внешнего периодического возмущения. 
Если автомобиль подвергается внешнему пе-
риодическому воздействию с частотой, близ-
кой к переменной частоте свободных коле-
баний, то колебания системы будут иметь 
вид, представленный на рис. 2. 
 

 
 
Рис. 2. Влияние гармонической возмущаю-

щей силы 
 

 
 
Рис. 3. Переходный процесс при наличии 

демпфирования 
 
Видно, что характер колебаний определяется 
не только медленным изменением собствен-
ной частоты, но и амплитудой и частотой 
внешних воздействий. Использование демп-
фера амортизатора позволяет сгладить дан-
ные колебания. 
 

Использование демпфера амортизатора по-
зволяет сгладить данные колебания, как 
представлено на рис. 3.  
 
Из рисунка видно, что амплитуда колебаний 
на установившемся режиме определяется 
амплитудой возмущающей силы и соотно-
шением частот. 
 

Выводы 
 
1. Установлено, что при медленном умень-
шении жесткости амортизации возможно 
раскачивание автомобиля при отсутствии 
внешнего периодического возмущения. 
 
2. Показано, что при вынужденных колеба-
ниях системы с коэффициентом ω2, изме-
няющимся со временем, большое значение 
имеет близость частоты возбуждения и час-
тоты свободных колебаний. 
 
3. Показано, что при использовании демпфе-
ра амортизатора, на установившемся режиме 
амплитуда колебаний определяется амплиту-
дой возмущающей силы и соотношением 
частоты возмущающей силы и частоты сво-
бодных колебаний. 
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