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Анотація. Pозглянуто можливість автоматизації та контролю обчислювального процесу при 
застосуванні засобів теорії R-функцій та основ машинної графіки, яка дозволяє рівняння гра-
ничної поверхні та області конічного криволінійного зуба і з’єднувального диска в цілому пода-
вати в аналітичній формі з можливою візуалізацією в пакеті Autodesk Inventor. 
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Аннотация. Pассмотрена возможность автоматизации и контроля вычислительного про-
цесса при применении средств теории R-функций и основ машинной графики, которая позволя-
ет уравнение граничной поверхности и области конического криволинейного зуба и соедини-
тельного диска в целом представлять в аналитической форме с возможной визуализацией в 
пакете Autodesk Inventor. 
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Abstract. The paper deals with possibility of automation and control of the computational process 
when using the tools in the theory of R-functions possessing the properties of logic algebra, while not 
going beyond the elementary functions, make it possible to build the equations of geometric objects 
with an almost arbitrary shape. And the use of computer graphics  makes it  posible to represent the 
equation of the boundar surface and the conical region of the curved tooth coupling and the whole 
disk in on analytical form with possible visualization in the Autodesk Inventor package. 
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Вступ 
 
Безперервно зростаючі вимоги до надійності 
і довговічності деталей машин і механізмів із 
зубчастими передачами потребують ком-
плексного вирішення ряду завдань, пов’я-
заних з оптимізацією конструкції, технології 
їх виготовлення, вдосконаленням контролю і 
складання. 
 
Як правило, у процесі проектування зубча-
стих передач, їх основні геометричні пара-
метри визначаються з умов, заданих у про-
ектному завданні, і з розрахунків на 
жорсткість, міцність, динамічний стан і ряд 
інших. На превеликий жаль, існуючі методи-
ки розрахунку таких передач мають досить 
умовний характер. 
 
Тому проблема підвищення безвідмовної ро-
боти та зменшення металомісткості сучасних 
машин і механізмів викликає необхідність 
розвитку методів і засобів дослідження міц-
ності зубчастих передач і, зокрема, зубчастих 
коліс евольвентного зачеплення. 

 
Аналіз публікацій 

 
Однією з головних труднощів у процесі про-
ектування зубчастих передач є подання гео-
метричної інформації пружною області в 
аналітичному вигляді ( , , ) 0x y z  , оскільки 
сучасна теорія зачеплень передбачає завдан-
ня рівняння поверхні конічних криволіній-
них зубів тільки в параметричному вигляді 
[6] і окремо для різних ділянок зубів (актив-
на зона, жолобник і т. д.).  
 

Використання засобів теорії R-функцій [7–9] 
дозволяє рівняння граничної поверхні коніч-
ного криволінійного зуба і з’єднувального 
диска в цілому подавати в аналітичній формі, 
оскільки цей метод, не виходячи за рамки 
елементарних функцій і володіючи рядом 
властивостей функцій алгебри логіки [9], бу-
дує рівняння геометричних об’єктів у неяв-
ному вигляді практично довільної форми і на 
цій основі включає геометричну інформацію, 
що міститься в постановці різних типів зав-
дань у послідовні алгоритми, що особливо 
важливо при автоматизації обчислювального 
процесу на ЕОМ. Крім того, за допомогою 
методу R-функцій можна охопити єдиним 
методом з одними і тими самими допущен-
нями відомі методи визначення напружено-
деформованого стану криволінійних зубців 
конічних коліс при їх спрощеній апрокси-
мації [1] і на цій основі здійснювати 
співставлення та аналіз результатів з ураху-
ванням впливу геометричних параметрів 
апроксимуючих моделей і реальних зубців. 

 
Побудова предикатного рівняння 

 
Поверхня конічного криволінійного зуба 
розглядається як результат рівномірного ру-
ху його торцевого перерізу вздовж осі обер-
тання Oz конічного зубчастого колеса з од-
ночасним рівномірним обертанням навколо 
цієї осі.  
 
Отже, будь-яка точка, що лежить на контурі 
перерізу, описує в просторі гвинтову лінію, 
яку можна побудувати у пакеті Autodesk Inven-
tor [10] за наявності її параметрів (рис. 1, 2). 

 

 
 

Рис. 1. Параметризація конічної гвинтової лінії у пакеті Autodesk Inventor 
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Рис. 2. Побудова конічної гвинтової лінії у пакеті Autodesk Inventor 
 

Нехай nz  проходить від 0 до ∞, тоді, позна-
чивши рівняння нескінченного по осі ОZ ко-
нічного криволінійного зуба через   0,,0  zyx , а рівняння, що обмежує тіло 
зуба до кінцевих розмірів, через   0,,1  zyx  остаточно отримаємо рівнян-
ня для граничної поверхні області конічного 
зуба криволінійної форми в неявному вигляді 
неперервної функції від неперервного аргу-
менту 

      zyxzyxzyx ,,,,,, 10   , (1) 
 
де   – R-операції [7]. 
 
Графоаналітична апроксимація випливає з 
необхідності отримання геометричної інфо-

рмації вище описаною методикою для побу-
дови опорних областей і далі, на їх основі, 
всієї граничної поверхні у вигляді неявної не-
перервної функції неперервного аргументу. 

 
На рис. 3 подано торцевий переріз криволі-
нійного зуба на начальній довжині твірної 

nzz  , а також етапи побудови конічного 
криволінійного зуба у пакеті Autodesk Inven-
tor. 
 
Гранична поверхня конічного зубчастого ко-
леса і його область можуть бути подані у ви-
гляді перетворень із використанням засобів 
теорії R-функцій 

   0,...,,,...,, 719210  SSfffFF , (2) 

 
 

 

 
 
 
 
 
 

Рис. 3. Формування торцевого перерізу зуба з частиною тіла зубчастого вінця у пакеті Auto-
desk Inventor 
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де 71921 ,...,,,...,, SSfff  – елементарні функції 
окремих ділянок криволінійного зуба ( if ) та 
з’єднувального диска ( jS ). 
 
Гранична поверхня криволінійного зуба 
(рис. 4) утворюється при переміщенні 
контуру торцевого перерізу, апроксимо-
ваного дугами кіл, по конічній гвинтовій 
лінії, заданій у параметричному вигляді 
(рис. 1, 2, 3) 
  

 0 0 0

0 0 0

0

sin cos( )

sin sin( )
cos ,

x R v t w t

y R v t w t
z v t

  
  
        (3) 

 

де (рис. 1) R0 – початковий радіус на по-
чатку довжини твірної; v0 – швидкість по-
дачі вздовж твірної; w0 – кутова швидкість 
обертання; t – час. 
 
У процесі апроксимації торцевого перері-
зу дугами кіл неявна неперервна функція 
несе інформацію про величину торцевого 
модуля mSK  для кожного нового поло-
ження торцевого перерізу при перемі-
щенні по конічній гвинтовій лінії для за-
безпечення безперервності неявної 
функції (рис. 5), а використання пакета 
Autodesk Inventor дозволяє це контролю-
вати 

 

 
 
Рис. 4. Гранична поверхня та область криволінійного гвинтового зуба у пакеті Autodesk 

Inventor 
 

  
 
Рис. 5. Апроксимуючі величини умов безперервності неявної функції з візуалізацією у 

пакеті Autodesk Inventor 
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За допомогою відповідних логічних опе-
рацій над елементарними функціями Sj 
[3] у пакеті Autodesk Inventor побудовано 
область (рис. 6), що являє собою з’єдну-
вальний диск загального виду з отвором 
під вал, а пакет Autodesk Inventor дозволяє 
контролювати побудову візуально. 
 
Апроксимацію граничної поверхні облас-
ті конічного колеса з одним зубом криво-
лінійної форми відповідної ширини зуб-
частого вінця b (рис. 7) наведено у 
роботах [2–5]. У цих роботах наведено 
рівняння, яке описує область та граничну 
поверхню конічного зубчастого колеса з 
одним зубом криволінійної форми у ви-

гляді неявної неперервної функції непе-
рервного аргументу. 
 
Сформувати граничну поверхню і область 
всього конічного зубчастого колеса із кри-
волінійною формою зубців з візуалізацією 
в пакеті Autodesk Inventor дозволяє ін-
струмент «круговий масив» Autodesk 
Inventor. Однак для дослідження розподілу 
поля згинальних напружень у галтелі зуба 
досить розглянути граничну поверхню і 
область конічного зуба криволінійної 
форми з частиною тіла зубчастого вінця. 
Таке допущення передбачене принципом 
локальності ефекту самозрівноважених 
навантажень або принципом Сен-Венана. 

 
 

 

Рис. 6. Гранична поверхня і область з’єднувального диска з візуалізацією у пакеті  
Autodesk Inventor 

          
 
Рис. 7. Конічне колесо з одним зубом криволінійної форми, побудоване у пакеті Auto-

desk Inventor 
 

Висновки 
 

Варіація значень змінних, які формуються у 
виразі (2), дає можливість описати область і 
граничну поверхню області циліндричного 
зубчастого колеса із гвинтовою формою зуб-
ців [2]. Отримана модель за рівнянням, яке 
описує область і граничну поверхню коніч-
ного зубчастого колеса з одним зубом криво-

лінійної форми у вигляді неявної неперервної 
функції неперервного аргументу, дозволяє 
проводити дослідження на основі застосу-
вання методу R-функцій (RFM) напружено-
деформованого стану методами класичної 
теорії пружності у варіаційній постановці 
для складних просторових областей з вико-
ристанням пакета Autodesk Inventor.  
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