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Abstract. This paper deals with the problem of hydraulic excavator automation. Considering the arm-
handle-bucket system as links of a robotic industrial manipulator and using the Denavit-Hartenberg 
procedure, the kinematics equations of the excavator are obtained. Based on the Newton-Euler equa-
tions, a dynamic model for excavator manipulator links in the form suitable for real-time control tasks 
solution is obtained. 
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ゑçñÑñÖóñ 
 
だ¡Ü¿Ü äÜ¿ÜçóÖ▲ çïñê £ñ½¿　Ö▲ê ëíßÜö äëÜó£-
çÜÑóöï　 ï äÜ½Üàá0 ~¡ï¡íçíöÜëí, äÜ~öÜ½Ü 
äÜç▲üñÖóñ ~ââñ¡öóçÖÜïöó, äëÜó£çÜÑóöñ¿á-
ÖÜïöó óïäÜ¿á£ÜçíÖó　 ~¡ï¡íçíöÜëÜç 　ç¿　ñöï　 
ÜÑÖÜú ó£ í¡öÜí¿áÖ▲ê £íÑíô ëí£çóöó　 ½íüóÖ 
Ñ¿　 £ñ½¿　Ö▲ê ëíßÜö (ぜげづ). がÜ ÖñÑíçÖñÇÜ 
çëñ½ñÖó ëñüñÖóñ ~öóê £íÑíô ÜïÜàñïöç¿　¿Üïá 
ç ÜïÖÜçÖÜ½ öëíÑóîóÜÖÖ▲½ó ïëñÑïöçí½ó – £í 

ïôñö ÜïÜçñëüñÖïöçÜçíÖó　 ¡ÜÖïöëÜ¡îóú Ü£¿Üç 
ó ½ñêíÖó£½Üç ぜげづ. ÄöÜ ÜßÜï¿Üç¿ñÖÜ öñ½, ôöÜ 
~¡ï¡íçíöÜë, Ñí ó çïñ ぜげづ, 　ç¿　0öï　 ï¿Ü¢Ö▲-
½ó ÑóÖí½óôñï¡ó½ó ïóïöñ½í½ó, ¡ÜöÜë▲ñ ¡ 
öÜ½Ü ¢ñ ÑÜ¿¢Ö▲ ëíßÜöíöá ç ÖñÜÑÖÜëÜÑÖÜú, 
ó£½ñÖ　0àñúï　 ïëñÑñ, ôíïöÜ ç Öñß¿íÇÜäëó　ö-
Ö▲ê äÜÇÜÑÖ▲ê Üï¿Üçó　ê. どñ½ Öñ ½ñÖññ Ñ¿　  
Ñí¿áÖñúüñÇÜ ÜïÜçñëüñÖïöçÜçíÖó　 ~¡ï¡íçí-
öÜëÜç ÖñÜßêÜÑó½Ü ëí£çóöóñ ïóïöñ½ íçöÜ½í-
öóôñï¡ÜÇÜ Üäëíç¿ñÖó　. 
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とëÜ½ñ äëÜ½▲ü¿ñÖÖÜÇÜ äëó½ñÖñÖó　, ÇÑñ íç-
öÜ½íöó£íîó　 ぜげづ ½ÜöóçóëÜñöï　, Ç¿íçÖ▲½ 
Üßëí£Ü½, ~¡ÜÖÜ½óôñï¡ó½ó ïÜÜßëí¢ñÖó　½ó, 
ëí£çóöóñ ïóïöñ½ Üäëíç¿ñÖó　 öí¡ó½ó ½íüó-
Öí½ó ïöó½Ü¿óëÜñöï　 ó ÑëÜÇó½ó ïâñëí½ó Ññ　-
öñ¿áÖÜïöó, Öíäëó½ñë, ¡Üï½óôñï¡ó½ó óïï¿ñ-
ÑÜçíÖó　½ó, ¿ó¡çóÑíîóñú ôëñ£ç▲ôíúÖ▲ê 
ïóöÜíîóú, äñëñëíßÜö¡Üú êó½óôñï¡óê ó 　Ññë-
Ö▲ê ÜöêÜÑÜç [1–3]. ゑïñ ~öÜ, í öí¡¢ñ £Öíôó-
öñ¿áÖ▲ñ ÑÜïöó¢ñÖó　 ç öñÜëóó Üäëíç¿ñÖó　 ó 
öñêÖóôñï¡óê ïëñÑïöç íçöÜ½íöó£íîóó, äëóçñ¿Ü 
¡ óÖöñÖïóâó¡íîóó ëíßÜö äÜ ïÜ£ÑíÖó0 ïóïöñ½ 
íçöÜ½íöóôñï¡ÜÇÜ Üäëíç¿ñÖó　 ぜげづ ó, ç ôíïö-
ÖÜïöó, ~¡ï¡íçíöÜëí½ó. 
 

んÖí¿ó£ äÜß¿ó¡íîóú 
 
ぜÖÜÇóñ ëíßÜö▲ äÜ Üäëíç¿ñÖó0 ~¡ï¡íçíöÜëí-
½ó ï ÇóÑëÜäëóçÜÑÜ½ ïâÜ¡ÜïóëÜçíÖ▲ Öí Ñó-
ïöíÖîóÜÖÖÜ½ Üäëíç¿ñÖóó ëíßÜöÜú ½íüóÖ▲, 
¡ÜÇÑí ÜäñëíöÜë ÜÑí¿　ñöï　 ó£ ½íüóÖ▲, Öíäëó-
½ñë, äÜ ïÜÜßëí¢ñÖó　½ ßñ£ÜäíïÖÜïöó [3–5]. 
ゐÜ¿ññ ç▲ïÜ¡óú ÜëÜçñÖá íçöÜÖÜ½ÖÜïöó ÑÜïöó-
Çíñöï　 äëó ïÜç½ñïöÖÜ½ óïäÜ¿á£ÜçíÖóó Üäñëí-
öÜëí ó ïóïöñ½▲ Üäëíç¿ñÖó　. ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ 
ÜäñëíöÜë ç▲ßóëíñö äÜ¿Ü¢ñÖóñ ¡Üçüí, í ïó-
ïöñ½í Üäëíç¿ñÖó　 ßñëñö Öí ïñß　 ÖñäÜïëñÑ-
ïöçñÖÖÜ äëÜîñïï ¡ÜäíÖó　 ÇëÜÖöí ó ñÇÜ ÑÜ-
ïöíç¡ó Öí öëíÖïäÜëöÖ▲ñ ïëñÑïöçí Ñ¿　 
Ñí¿áÖñúüñú äñëñçÜ£¡ó [6–14]. 
 
ぞí ï¿ñÑÜ0àñ½ ÜëÜçÖñ íçöÜÖÜ½ÖÜïöó ëíïäÜ-
¿Ü¢ñÖ▲ ïóïöñ½▲, íçöÜ½íöóôñï¡ó ÜäëñÑñ¿　-
0àóñ ½ñïöÜ ¡ÜäíÖó　. どí¡óñ ïóïöñ½▲ ó£½ñ-
ë　0ö öÜäÜ¿ÜÇó0 ½ñïöÖÜïöó, óïäÜ¿á£Ü　 
¿Ü¡íîóÜÖÖ▲ñ Ñíöôó¡ó, ó ç▲ôóï¿　0ö öëíñ¡öÜ-
ëó0 ¡ÜäíÖó　 [15, 16]. ぞí ïí½Ü½ ç▲ïÜ¡Ü½ 
ÜëÜçÖñ íçöÜÖÜ½ÖÜïöó ÖíêÜÑ　öï　 ïóïöñ½▲, 
¡ÜöÜë▲ñ ç▲äÜ¿Ö　0ö çï0 äÜï¿ñÑÜçíöñ¿áÖÜïöá 
äëÜîñÑÜë▲ ¡ÜäíÖó　 ç öñôñÖóñ Ñ¿óöñ¿áÖÜÇÜ 
äñëóÜÑí [17–20]. 
 
だÑóÖ ó£ äÜÑêÜÑÜç äëó äëÜñ¡öóëÜçíÖóó ïó-
ïöñ½ Üäëíç¿ñÖó　 ÖñäÜïëñÑïöçñÖÖÜ äëÜîñïïÜ½ 
¡ÜäíÖó　 ïç　£íÖ ï ëíïï½ÜöëñÖóñ½ ïóïöñ½▲ 
ïöëñ¿í-ëÜ¡Ü　öá-¡Üçü ¡í¡ ½íÖóäÜ¿　öÜëí äëÜ-
½▲ü¿ñÖÖÜÇÜ ëÜßÜöí. どí¡Üú äÜÑêÜÑ ÜäëíçÑíÖ, 
ö.¡. ÜôñçóÑÖ▲ äíëí¿¿ñ¿ó ½ñ¢ÑÜ «¡¿íïïóôñ-
ï¡ó½ó» ëÜßÜöí½ó ó ëÜßÜöó£óëÜçíÖÖ▲½ó ~¡ï-
¡íçíöÜëí½ó. だÑÖí¡Ü äëó ~öÜ½ ÖñÜßêÜÑó½Ü 
Üôóö▲çíöá ó ë　Ñ äëóÖîóäóí¿áÖ▲ê Üö¿óôóú. ゑ 
ôíïöÖÜïöó ~¡ï¡íçíöÜë Öñ £íâó¡ïóëÜçíÖ ¢ñïö-
¡Ü ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ ëíßÜôñú äÜçñëêÖÜïöó, ÜÖ 
äñëñ½ñàíñöï　 äÜ äÜçñëêÖÜïöó, äëó ~öÜ½ í¡-
öóçÖÜ ó£½ñÖ　　 ñ、 [15]. ゐÜ¿ññ öÜÇÜ, ÖñäÜïöÜ-
　ÖïöçÜ ïçÜúïöç ÇëÜÖöí Ññ¿íñö ëíßÜöÜ ~¡ï¡íçí-

öÜëí Öí½ÖÜÇÜ ßÜ¿ññ ï¿Ü¢ÖÜú, ôñ½ £íÑíôó 
Üß▲ôÖÜÇÜ ëÜßÜöí [17]. ぢÜ~öÜ½Ü äëÜß¿ñ½í 
ïÜ£ÑíÖó　 ïóïöñ½ Üäëíç¿ñÖó　 ëíßÜôó½ äëÜ-
îñïïÜ½ ~¡ï¡íçíöÜëí 　ç¿　ñöï　 í¡öÜí¿áÖÜú. 
 

ぴñ¿á ó äÜïöíÖÜç¡í £íÑíôó 
 
ぴñ¿á0 ÑíÖÖÜú ëíßÜö▲ ó ë　Ñí äÜï¿ñÑÜ0àóê 
ëíßÜö 　ç¿　ñöï　 ëí£ëíßÜö¡í ïóïöñ½▲ Üäëíç¿ñ-
Öó　 ~¡ï¡íçíöÜëÜ½ ï ÇóÑëíç¿óôñï¡ó½ äëóçÜ-
ÑÜ½ ó ëíßÜôó½ ÜßÜëÜÑÜçíÖóñ½ «ÜßëíöÖí　 
¿Üäíöí». が¿　 ÑÜïöó¢ñÖó　 äÜïöíç¿ñÖÖÜú îñ¿ó 
ç ëíßÜöñ ëñüñÖ▲ ï¿ñÑÜ0àóñ £íÑíôó: 
– íÖí¿ó£ ëíßÜôñÇÜ äëÜîñïïí ~¡ï¡íçíöÜëí ¡í¡ 
Üßéñ¡öí íçöÜ½íöó£íîóó; 
– äÜ¿ÜôñÖóñ ½ÜÑñ¿ñú, äÜ£çÜ¿　0àóê ëñüóöá 
äë　½Ü0 ó ÜßëíöÖÜ0 £íÑíôó ¡óÖñ½íöó¡ó ½í-
ÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí; 
– äÜ¿ÜôñÖóñ ½ÜÑñ¿ó ÑóÖí½ó¡ó ½íÖóäÜ¿　öÜëí 
~¡ï¡íçíöÜëí ç âÜë½ñ, ÜÑÜßÖÜú Ñ¿　 ëíßÜö▲ ï 
Öñú ç ëñí¿áÖÜ½ çëñ½ñÖó äëó ëñüñÖóó £íÑíô 
Üäëíç¿ñÖó　. 

 
づíßÜôóú äëÜîñïï ~¡ï¡íçíöÜëí 

 
が¿　 íçöÜ½íöó£íîóó ëíßÜö▲ ~¡ï¡íçíöÜëí 
ÖñÜßêÜÑó½Ü äëÜíÖí¿ó£óëÜçíöá ëíßÜôóú äëÜ-
îñïï ¡ÜäíÖó　, ½ñöÜÑ▲ ó äëó、½▲ ¡ÜäíÖó　 ëí£-
¿óôÖ▲ê ÇëÜÖöÜç. 
 
づíßÜôóú äëÜîñïï ÜÑÖÜ¡ÜçüÜçÜÇÜ ~¡ï¡íçíöÜëí 
　ç¿　ñöï　 îó¡¿óôñï¡ó½ ó ïÜïöÜóö ó£ ëí£ëíßÜö-
¡ó ó äñëñ½ñàñÖó　 ÇëÜÖöí ó äñëñÑçó¢ñÖó　 
~¡ï¡íçíöÜëí ¡ £íßÜ0, äÜï¿ñ öÜÇÜ ¡í¡ ï ½ñïöí 
ïöÜ　Ö¡ó ~¡ï¡íçíöÜëí ïöíÖñö ÖñÜÑÜßÖÜ ó¿ó 
ÖñçÜ£½Ü¢ÖÜ äëÜÑÜ¿¢íöá Ñí¿áÖñúüÜ0 ëí£ëí-
ßÜö¡Ü ÇëÜÖöí [21]. ゑÜ çëñ½　 äñëñÑçó¢ñÖó　 
~¡ï¡íçíöÜëí ëíßÜöí Öñ äëÜó£çÜÑóöï　, äÜ~öÜ½Ü 
çëñ½　, £íöëíôóçíñ½Üñ Öí äñëñÑçó¢ñÖóñ, ï¿ñ-
ÑÜñö ½í¡ïó½í¿áÖÜ ïÜ¡ëíàíöá. ぞíï óÖöñëñïÜñö 
äëÜîñïï ëí£ëíßÜö¡ó ó äñëñ½ñàñÖó　 ÇëÜÖöí, 
ïÜïöÜ　àóú ó£ ï¿ñÑÜ0àóê Üäñëíîóú:  
– äÜ£óîóÜÖóëÜçíÖóñ ïöëñ¿▲ ëÜ¡Ü　öó ó ¡Üçüí 
äÜÑ ÜÇ¿í½ó, Üßñïäñôóçí0àó½ó ¡ÜäíÖóñ ç▲-
ßëíÖÖ▲½ ½ñöÜÑÜ½; 
– ïÜßïöçñÖÖÜ ¡ÜäíÖóñ ÇëÜÖöí (£íÇëÜ£¡í ¡Üçüí); 
– ç▲çñÑñÖóñ ¡Üçüí ï ÇëÜÖöÜ½ ó£ £íßÜ　; 
– äñëñ½ñàñÖóñ £íäÜ¿ÖñÖÖÜÇÜ ÇëÜÖöÜ½ ¡Üçüí 
¡ ½ñïöÜ ëí£ÇëÜ£¡ó; 
– ëí£ÇëÜ£¡í ÇëÜÖöí ó£ ¡Üçüí ç Üöçí¿ ó¿ó ç 
öëíÖïäÜëöÖÜñ ïëñÑïöçÜ; 
– äñëñ½ñàñÖóñ ¡Üçüí ¡ £íßÜ0. 
 
とí¢Ñí　 ó£ Ü¡í£íÖÖ▲ê Üäñëíîóú êíëí¡öñëó£Ü-
ñöï　 ëí£Ö▲½ó äÜ¡í£íöñ¿　½ó – Üïó¿ó　½ó, ï¡Ü-
ëÜïö　½ó, ó£½ñÖñÖóñ½ óê çñ¿óôóÖ▲ ó Öíäëíç-
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¿ñÖó　, öÜôÖÜïöá0 ó ö.Ñ. ご£½ñÖñÖóñ çïñê ~öóê 
äÜ¡í£íöñ¿ñú ç ÜïÖÜçÖÜ½ £íçóïóö Üö ëíßÜôñú 
ïëñÑ▲ ó ÖñÜÑÖÜëÜÑÖÜïöó Üï¿Üçóú ëíßÜö▲, 
¡ÜÖïöëÜ¡îóó ½íüóÖ▲ ó ç îñ¿Ü½ ÜäëñÑñ¿　ñö 
ÖíÇëÜ£¡Ü ëíßÜôóê ½ñêíÖó£½Üç, ¡ÜÖïöëÜ¡îóú 
ó ÑçóÇíöñ¿　 ó¿ó ëñ¢ó½ ëíßÜö▲ ½íüóÖ▲. 
 
ゑí¢ÖÜ Üö½ñöóöá, ôöÜ âó£óôñï¡óñ ïçÜúïöçí 
ëí£ëíßíö▲çíñ½ÜÇÜ ÇëÜÖöí ó½ñ0ö äë　½Üñ ç¿ó-
　Öóñ Öí ½ñöÜÑ ¡ÜäíÖó　. だÖó ïÜàñïöçñÖÖÜ 
ÜäëñÑñ¿　0ö ïó¿▲, ÑñúïöçÜ0àóñ Öí ¡Üçü, í 
£Öíôóö, ó Öí äÜ¿ñ£ÖÜ0 ½ÜàÖÜïöá ½íüóÖ▲. 
 
が¿　 Üäëíç¿ñÖó　 Ü¡í£íÖÖ▲½ó Üäñëíîó　½ó 
öëñßÜ0öï　 ïÜÜöçñöïöçÜ0àóñ ¡ÜÖöÜë▲ ïóïöñ-
½▲ Üäëíç¿ñÖó　, ¡ÜöÜë▲ñ Üôóö▲çí0ö ÜïÜßñÖ-
ÖÜïöó ¡í¢ÑÜú Üäñëíîóó. どí¡ó½ Üßëí£Ü½, ïó-
ïöñ½í Üäëíç¿ñÖó　 ~¡ï¡íçíöÜëí ó½ññö 
ï¿Ü¢ÖÜ0 ½ÖÜÇÜÜëÜçÖñçÜ0 ïöëÜ¡öÜëÜ [17]. 
だÖí ç¡¿0ôíñö ç ïñß　 äÜÑïóïöñ½▲ ä¿íÖóëÜçí-
Öó　 öëíñ¡öÜëóó Ñçó¢ñÖó　 ëÜ¡Ü　öó ó ¡Üçüí; 
äÜ£óîóÜÖóëÜçíÖó　 ëíßÜôñÇÜ ÜßÜëÜÑÜçíÖó　; 
¡ÜÖöëÜ¿　 £í ç▲äÜ¿ÖñÖóñ½ £íä¿íÖóëÜçíÖÖÜÇÜ 
Ñçó¢ñÖó　 ÜßÜëÜÑÜçíÖó　 ó çÜ£çëíöí Öí £íÑíÖ-
ÖÜ0 öëíñ¡öÜëó0 äëó Üö¡¿ÜÖñÖóó Üö Öñ、; 
ÜßñïäñôñÖó　 öëñßÜñ½Üú öÜôÖÜïöó ó äëÜó£çÜ-
Ñóöñ¿áÖÜïöó äëÜîñïïí ¡ÜäíÖó　; ó£½ñÖñÖó　 
£íä¿íÖóëÜçíÖÖÜú öëíñ¡öÜëóó ó¿ó äëñ¡ëíàñ-
Öó　 äëÜîñïïí ¡ÜäíÖó　 ç ï¿Üôíñ ÖñÜßêÜÑó½Ü-
ïöó. ぢëó ~öÜ½ ç▲äÜ¿ÖñÖóñ ëíßÜôñÇÜ îó¡¿í 
ÑÜ¿¢ÖÜ ÜïÜàñïöç¿　öáï　 £í ½óÖó½í¿áÖÜñ 
çëñ½　, ï Öíó½ñÖáüñú £íÇëÜ¢ñÖÖÜïöá0 ó 
~ÖñëÇñöóôñï¡ó½ó £íöëíöí½ó. 

 
ぢë　½í　 £íÑíôí ¡óÖñ½íöó¡ó ½íÖóäÜ¿　öÜëí 

~¡ï¡íçíöÜëí 
 
ぢÜ¿Üôó½ ½íöñ½íöóôñï¡Ü0 ½ÜÑñ¿á ~¡ï¡íçíöÜ-
ëí, ëíïï½íöëóçí　 ïöëñ¿Ü, ëÜ¡Ü　öá ó ¡Üçü ¡í¡ 

~¿ñ½ñÖö▲ ½íÖóäÜ¿　öÜëí ëÜßÜöí. づíïï½Üöëó½ 
ïÖíôí¿í ¡óÖñ½íöó¡Ü ~¡ï¡íçíöÜëí Ñ¿　 íÖí¿ó-
öóôñï¡ÜÇÜ ÜäóïíÖó　 ó£½ñÖñÖó　 ï öñôñÖóñ½ 
çëñ½ñÖó äëÜïöëíÖïöçñÖÖÜÇÜ äÜ¿Ü¢ñÖó　 ~¿ñ-
½ñÖöÜç ñÇÜ ½íÖóäÜ¿　öÜëí. が¿　 ~öÜÇÜ çÜï-
äÜ¿á£Üñ½ï　 çñ¡öÜëÖÜ-½íöëóôÖ▲½ ½ñöÜÑÜ½ 
äëñÜßëí£ÜçíÖó　 ¡ÜÜëÑóÖíö ½íÖóäÜ¿　öÜëí, 
äëñÑ¿Ü¢ñÖÖ▲½ ぐ. がñÖíçóöÜ½ ó づ.で. びíëöñÖ-
ßñëÇÜ½ [22]. ÄöÜö ½ñöÜÑ äÜ£çÜ¿　ñö äÜï¿ñÑÜ-
çíöñ¿áÖÜ äëñÜßëí£Üçíöá ¡ÜÜëÑóÖíö▲ ¡Üçüí 
ó£ ïç　£íÖÖÜú ï Öó½ ïóïöñ½▲ ¡ÜÜëÑóÖíö ç ßí-
£ÜçÜ0 ïóïöñ½Ü ¡ÜÜëÑóÖíö. 
 
でç　¢ñ½ ï ßí£ÜçÜú ôíïöá0 ~¡ï¡íçíöÜëí ßí£Ü-
çÜ0 ïóïöñ½Ü Ññ¡íëöÜç▲ê ¡ÜÜëÑóÖíö 
(x0, y0, z0), Öíäëíçóç Üïá z0 çÑÜ¿á Üïó äÜçÜëÜöí 
ßí£ÜçÜú ôíïöó ~¡ï¡íçíöÜëí (ëóï. 1). とí¢ÑÜ0 
äÜï¿ñÑÜ0àÜ0 i-0 ïóïöñ½Ü ¡ÜÜëÑóÖíö 4,1i  
Ñ¿　 ïöëñ¿▲, ëÜ¡Ü　öó, ¡Üçüí ó ñÇÜ £Üßáñç ïÜ-
ÜöçñöïöçñÖÖÜ ïâÜë½óëÜñ½ Öí ÜïÖÜçñ ï¿ñÑÜ-
0àóê öëñê äëíçó¿ [22]: 
1) Üïá zi-1 Öíäëíç¿ñÖí çÑÜ¿á Üïó i-ÇÜ ïÜô¿ñÖñ-
Öó　; 
2) Üïá xi äñëäñÖÑó¡Ü¿　ëÖí Üïó zi-1 ó Öíäëíç-
¿ñÖí Üö Öñ、; 
3) Üïá yi ÑÜäÜ¿Ö　ñö Üïó xi ó zi ÑÜ äëíçÜú Ññ-
¡íëöÜçÜú ïóïöñ½▲ ¡ÜÜëÑóÖíö. 

 
だÑÖÜëÜÑÖí　 ½íöëóîí äëñÜßëí£ÜçíÖó　 (i-1)-ú 
ç i-0 ïóïöñ½Ü ¡ÜÜëÑóÖíö ó½ññö çóÑ 
 

1

c c s s s c
s c c s c s
0 s c
0 0 0 1

i i i i i i i

i i i i i i ii
i

i i i

a
a

A
d

     

     

 

 
  
 
 
  

,   (1) 

 
ÇÑñ c = cos, s = sin, i – öí¡Üú ÜÇÜ¿ äÜçÜëÜöí 
çÜ¡ëÜÇ Üïó zi-1, ôöÜß▲ Üïá xi-1 ïöí¿í ïÜÖíäëíç-

げçñÖÜ 2

げçñÖÜ 3

げçñÖÜ 4x0 x1

z0

y1

x4 x3

x2y2

y3

y4

O0 O1

O2

O3

1

2

3

4

O4

y0

げçñÖÜ 1

 
 

づóï. 1. げçñÖá　 ½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí ó ïÜÜöçñöïöçÜ0àóñ ïóïöñ½▲ ¡ÜÜëÑóÖíö 
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¿ñÖÖÜú ï Üïá0 xi; di – çñ¿óôóÖí ïÑçóÇí çÑÜ¿á 
Üïó xi ÑÜ ïÜç½ñàñÖó　 Üïñú xi-1 ó xi; ai – ëíï-
ïöÜ　Öóñ ½ñ¢ÑÜ ïÜïñÑÖó½ó Öíôí¿í½ó ¡ÜÜëÑó-
Öíö; i – öí¡Üú ÜÇÜ¿ äÜçÜëÜöí çÜ¡ëÜÇ Üïó xi, ç 
ëñ£Ü¿áöíöñ ¡ÜöÜëÜÇÜ ÑÜïöóÇíñöï　 ïÜçäíÑñÖóñ 
ïóïöñ½ ¡ÜÜëÑóÖíö.  
 
げÖíôñÖó　 äíëí½ñöëÜç ïóïöñ½ ¡ÜÜëÑóÖíö £çñ-
Öáñç ½íÖóäÜ¿　öÜëí äëóçñÑñÖ▲ ç öíß¿. 1. 
 
どíß¿óîí 1 ぢíëí½ñöë▲ ïóïöñ½ ¡ÜÜëÑóÖíö £çñÖáñç 

~¡ï¡íçíöÜëí 
 

げçñÖÜ i i i ai di 
1 (ßí£í) 1 -/2 l1 0 
2 (ïöëñ¿í) 2 0 l2 0 
3 (ëÜ¡Ü　öá) 3 0 l3 0 
4 (¡Üçü) 4 0 l4 0 

 
で¿ñÑÜñö Üö½ñöóöá, ôöÜ ç äëÜîñïïñ ¡ÜäíÖó　 
ÜÇÜ¿ äÜçÜëÜöí 1 ßí£ÜçÜú ôíïöó ~¡ï¡íçíöÜëí 
ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ çñëöó¡í¿áÖÜú Üïó z0, ¡í¡ äëí-
çó¿Ü, Üïöí、öï　 äÜïöÜ　ÖÖ▲½, ç öÜ çëñ½　 ¡í¡ 
ÜÇ¿▲ 2, 3 ó 4 ó£½ñÖ　0öï　. 
 
ぢëó äÜ½Üàó ½íöëóî▲ 1i

iA  ½Ü¢ÖÜ ïç　£íöá 
ÜÑÖÜëÜÑÖ▲ñ ¡ÜÜëÑóÖíö▲ äëÜó£çÜ¿áÖÜú öÜô¡ó 
Pi ï ÜÑÖÜëÜÑÖ▲½ó ¡ÜÜëÑóÖíöí½ó ~öÜú öÜô¡ó 
ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ (i - 1)-ú ïóïöñ½▲ Üöïôñöí, ïç　-
£íÖÖÜú ï (i - 1)-½ £çñÖÜ½ ½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï-
¡íçíöÜëí 
 

i
i
ii PAP 1

1


  ,   (2) 
 
ÇÑñ Pi-1 = (xi-1, yi-1, zi-1, 1)T ó Pi = (xi, yi, zi, 1)T, 
çñëêÖóú óÖÑñ¡ï ど – ïó½çÜ¿ öëíÖïäÜÖóëÜçí-
Öó　. 
 
ぞíäëó½ñë, ïç　£á öÜôñ¡ O4 ó O0, äëñÑïöíç¿　-
0àóê ïÜßÜú Öíôí¿í ¡ÜÜëÑóÖíö, ïç　£íÖÖ▲ê ï 
£Üßá　½ó ¡Üçüí ó ßí£ÜçÜú ôíïöá0 ~¡ï¡íçíöÜ-
ëí, Üäóï▲çíñöï　 ï¿ñÑÜ0àó½ Üßëí£Ü½ 
 

41
0
4 OO PAP  ,   (3) 

 
ÇÑñ 3

4
2
3

1
2

0
1

0
4 AAAAA  , í T

OP ]1000[
4
 . 

 
づíïï½ÜöëñÖÖ▲ú ç▲üñ äÜÑêÜÑ äëó½ñÖóöñ¿áÖÜ 
¡ ~¡ï¡íçíöÜëÜ ß▲¿ óïäÜ¿á£ÜçíÖ ç [23]. 
 
ぢÜ¿Üôó½ ¡ÜÜëÑóÖíö▲ 4,1, iP

iO  ç 　çÖÜ½ çó-

Ññ. が¿　 ÖíüñÇÜ ï¿Üôí　 ½íöëóîí 0
1A  ëíçÖí 

 

1 1 1 1

1 1 1 10
1

0
0

0 1 0 0
0 0 0 1

c s l c
s c l s

A

  

  

 
  
 
 
  

,   (4) 

 
í ÜÑÖÜëÜÑÖ▲ñ ½íöëóî▲ 1i

iA   äëó , 2,4
iOP i   

½Ü¢ÖÜ äÜ¿Üôóöá ï¿ñÑÜ0àó½ Üßëí£Ü½ 
 

1

0
0

, 2, 4
0 0 1 0
0 0 0 1

i i i i

i i i ii
i

c s l c
s c l s

A i

  

  

 
 
  
 
 
 

. (5) 

 
どÜÇÑí 
 

0
11

0
1 1 1 1 1[ 0 1]O T

OOP A P l c l s   ; (6) 
 

0
22

0 1
1 2 1 2 2 2 2[ 0 1]O T

OOP A A P l l c l s    ; (7) 
 

0
33

1 2 2 3 23

0 1 2
1 2 3

2 2 3 23

0

1

O
OO

l l c l c

P A A A P
l s l s

 

 

  
 
  
 
 
  

;      (8) 

 
0

44
0 1 2 3
1 2 3 4

1 2 2 3 23 4 234

2 2 3 23 4 234

0
,

1

O
OOP A A A A P

l l c l c l c

l s l s l s

  

  

 

   
 
 
  
 
  

     (9) 

 
ÇÑñ 23 2 3     , í 234 2 3 4       . 
 

だßëíöÖí　 £íÑíôí ¡óÖñ½íöó¡ó 
 
ぢÜ¿ÜôñÖÖí　 ½ÜÑñ¿á (9) ~¡ï¡íçíöÜëí 　ç¿　ñöï　 
ëñüñÖóñ½ öí¡ Öí£▲çíñ½Üú äë　½Üú £íÑíôó 
¡óÖñ½íöó¡ó ½íÖóäÜ¿　öÜëí. ぢëó Üäëíç¿ñÖóó 
äëÜîñïïÜ½ ¡ÜäíÖó　 ÖñÜßêÜÑó½Ü öí¡¢ñ Ü½ñöá 
ëñüíöá ó ÜßëíöÖÜ0 £íÑíôÜ ¡óÖñ½íöó¡ó, ¡ÜöÜ-
ëí　 £í¡¿0ôíñöï　 ç ÜßñïäñôñÖóó £íÑíÖÖÜÇÜ 
äÜ¿Ü¢ñÖó　 ¡Üçüí ~¡ï¡íçíöÜëí ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ 
ßí£ÜçÜú ïóïöñ½▲ ¡ÜÜëÑóÖíö Öí ÜïÖÜçñ óÖ-
âÜë½íîóó Ü ÇñÜ½ñöëóôñï¡óê äíëí½ñöëíê £çñ-
Öáñç ½íÖóäÜ¿　öÜëí. ごÖ▲½ó ï¿Üçí½ó, £íÑíôí 
£í¡¿0ôíñöï　 ç ÜäëñÑñ¿ñÖóó öí¡óê ÜÇ¿Üç 

T][ 4321 e , ¡ÜöÜë▲ñ ß▲ Üßñïäñôó¿ó 
£íÑíÖÖÜ0 ÜëóñÖöíîó0 ¡Üçüí.  
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ご£çñïöÖ▲ ëí£¿óôÖ▲ñ ½ñöÜÑ▲ ëñüñÖó　 Üßëíö-
ÖÜú £íÑíôó ¡óÖñ½íöó¡ó [22]. ゑ [24] ÑíÖÜ  
ëñüñÖóñ ÜßëíöÖÜú £íÑíôó ¡óÖñ½íöó¡ó ½íÖó-
äÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí Öí ÜïÖÜçñ ÇñÜ½ñöëóôñ-
ï¡ÜÇÜ äÜÑêÜÑí. が¿　 ~öÜÇÜ ëíïï½íöëóçíñöï　 
äëÜñ¡îó　 £çñÖáñç ½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí 
Öí çñëöó¡í¿áÖÜ0 ä¿Üï¡Üïöá (ëóï. 2). ゑ▲äÜ¿-
Ö　　 Öñï¿Ü¢Ö▲ñ öëóÇÜÖÜ½ñöëóôñï¡óñ äëñÜß-
ëí£ÜçíÖó　, ó½ññ½ 
 

2 2
1 1( )b bh r l z   ;  (10) 

 

1
1

arctan b

b

z
r l

 


;  (11) 

 
2 2
1 4 1 4 12 cos( )h h l h l     ;  (12) 

 
4

2
sinarcsin bz l

h
 

  . (13) 

 

 
 

づóï. 2. とóÖñ½íöóôñï¡í　 ïêñ½í ½íÖóäÜ¿　öÜëí 
~¡ï¡íçíöÜëí 

 
どñäñëá ÖíúÑñ½ ÜÇ¿▲  
 

b1 ,  (14) 
 

2 2 2
2 3

2 2
2

arccos
2

l h l
l h

  
     

 
; (15) 

 
2 2 2
2 3

3
2 3

arccos
2

l l h
l l

  
    

 
; (16) 

 

4 23     ,  (17) 
 
ÇÑñ óÖÑñ¡ï b êíëí¡öñëó£Üñö ÜöÖÜüñÖóñ ïÜÜö-
çñöïöçÜ0àñú ¡ÜÜëÑóÖíö▲ ¡ ßí£ÜçÜú ôíïöó 
~¡ï¡íçíöÜëí. 
 

ぢÜ ó£çñïöÖ▲½ ÜÇ¿í½ T][ 4321 e  ½Ü¢-
ÖÜ Öíúöó Ñ¿óÖ▲ Li ç▲Ñçó¢ñÖó　 ïÜÜöçñöïöçÜ-
0àóê óïäÜ¿Öóöñ¿áÖ▲ê ÇóÑëÜîó¿óÖÑëÜç. 
ゑ▲ëí¢ñÖó　, ïç　£▲çí0àóñ ÜÇ¿▲ äÜçÜëÜöÜç 
£çñÖáñç ½íÖóäÜ¿　öÜëí ï çñ¿óôóÖí½ó Li Ñ¿　 
~¡ï¡íçíöÜëí ï ¡óÖñ½íöóôñï¡Üú ïêñ½Üú, ó£Üß-
ëí¢ñÖÖÜú Öí ëóï. 1, äÜ¿ÜôñÖ▲ ç [20]. 
 

ばëíçÖñÖó　 ÑóÖí½ó¡ó ½íÖóäÜ¿　öÜëí 
 

が¿　 ïóÖöñ£í ïóïöñ½▲ Üäëíç¿ñÖó　 äëÜîñïïÜ½ 
¡ÜäíÖó　 ÖñÜßêÜÑó½Ü öí¡¢ñ ó½ñöá ÜëíçÖñÖó　 
ÑóÖí½ó¡ó ½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí. がóÖí-
½óôñï¡í　 ½ÜÑñ¿á ½íÖóäÜ¿　öÜëí ½Ü¢ñö ß▲öá 
äÜïöëÜñÖí äëó äÜ½Üàó öëíÑóîóÜÖÖ▲ê ½ñöÜ-
ÑÜç ずíÇëíÖ¢í–Äú¿ñëí ó¿ó ぞá0öÜÖí–Äú¿ñëí. 
ぜñöÜÑ ずíÇëíÖ¢í–Äú¿ñëí äÜ£çÜ¿　ñö äÜ¿Üôóöá 
ÜëíçÖñÖó　 ç ÜÑÜßÖÜú Ñ¿　 íÖí¿ó£í âÜë½ñ. だÑ-
Öí¡Ü ëñüñÖóñ ç ëñí¿áÖÜ½ çëñ½ñÖó äÜ¿ÜôñÖ-
Ö▲ê ÜëíçÖñÖóú ½Ü¢ñö ß▲öá £íöëÜÑÖóöñ¿áÖÜ ï 
ç▲ôóï¿óöñ¿áÖÜú öÜô¡ó £ëñÖó　. ぢÜ~öÜ½Ü 
äëñÑäÜôöóöñ¿áÖññ óïäÜ¿á£Üçíöá äÜÑêÜÑ▲, 
ÜïÖÜçíÖÖ▲ñ Öí äëó½ñÖñÖóó ½ñöÜÑí ぞá0öÜÖí–
Äú¿ñëí. ゑ ëíßÜöíê [7, 25, 26] äÜ¿ÜôñÖ▲ äë　-
½▲ñ ó ÜßëíöÖ▲ñ ÜëíçÖñÖó　, Üäóï▲çí0àóñ 
ÑóÖí½ó¡Ü ½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí Öí Üï-
ÖÜçñ ëí£¿óôÖ▲ê äÜÑêÜÑÜç ¡ ëñí¿ó£íîóó ½ñ-
öÜÑí ぞá0öÜÖí–Äú¿ñëí. ぞñÑÜïöíöÜ¡ Ü¡í£íÖ-
Ö▲ê ÜëíçÖñÖóú Ñçó¢ñÖó　 ïÜïöÜóö ç öÜ½, ôöÜ 
½íöëóî▲ óÖñëîóó £çñÖáñç, í öí¡¢ñ Öñ¡ÜöÜë▲ñ 
óê ÇñÜ½ñöëóôñï¡óñ äíëí½ñöë▲ ç▲ëí¢ñÖ▲  
ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ ßí£ÜçÜú ïóïöñ½▲ ¡ÜÜëÑóÖíö, 
äÜ~öÜ½Ü ½ñÖ　0öï　 ç äëÜîñïïñ Ñçó¢ñÖó　 ½í-
ÖóäÜ¿　öÜëí. ぢÜ~öÜ½Ü äëó ïÜïöíç¿ñÖóó Üëíç-
ÖñÖóú ÑóÖí½ó¡ó ½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí 
ßÜÑñ½ óïäÜ¿á£Üçíöá äÜÑêÜÑ, ÜäóïíÖÖ▲ú ç 
[27] ó 　ç¿　0àóúï　 ÜïÜçñëüñÖïöçÜçíÖóñ½ 
½ñöÜÑí ぞá0öÜÖí–Äú¿ñëí. ぢëñÑ¿Ü¢ñÖÖ▲ú ç 
[27] äñëñêÜÑ ç ÜëíçÖñÖó　ê Ñçó¢ñÖó　 ¡ äíëí-
½ñöëí½, ç▲ëí¢ñÖÖ▲½ ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ ïóïöñ½ 
¡ÜÜëÑóÖíö ïÜÜöçñöïöçÜ0àóê £çñÖáñç, äÜ£çÜ-
¿　ñö ïÜàñïöçñÖÖÜ ÜäëÜïöóöá ç▲ôóï¿ñÖó　.  
 
が¿　 ÜÑÜßïöçí ßÜÑñ½ ëíïï½íöëóçíöá ëñ¢ó½ 
¡ÜäíÖó　, ¡ÜÇÑí ÜÇÜ¿ äÜçÜëÜöí äñëçÜÇÜ £çñÖí 

1 const   ó 1 1 0     , ö.ñ. Ñçó¢ñÖóñ ½ñêí-
Öó£½Üç ~¡ï¡íçíöÜëí ÜïÜàñïöç¿　ñöï　 ç çñëöó-
¡í¿áÖÜú ä¿Üï¡Üïöó. ゐÜÑñ½ öí¡¢ñ ïôóöíöá, ôöÜ 
£çñÖá　 ½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí 　ç¿　0öï　 
¢ñïö¡ó½ó ïçÜßÜÑÖ▲½ó öñ¿í½ó.  
 
づíïï½Üöëó½ ñàñ ëí£ ½íöëóîÜ 1i

iA  (1). ゑ▲Ññ-
¿ó½ ç Öñú äÜÑ½íöëóîÜ 1i

iR  äÜçÜëÜöí ëí£½ñë-
ÖÜïöó 33, äëñÜßëí£Ü0àÜ0 äëÜó£çÜ¿áÖ▲ú 
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öëñê½ñëÖ▲ú çñ¡öÜë ó£ ïóïöñ½▲ ¡ÜÜëÑóÖíö  
(xi, yi, zi) ç ïóïöñ½Ü  ¡ÜÜëÑóÖíö (xi-1, yi-1, zi-1) 
 

1

c c s s s
s c c s c
0 s c

i i i i i
i
i i i i i i

i i

R
    


    

 

 
   
  

.        (18) 

 
づíïï½Üöëó½ öí¡¢ñ ÜßëíöÖÜ0 ½íöëóîÜ, öí¡Ü0 
ôöÜ 
 

Ti
i

i
i

i
i RRR )()( 111

1


  ,  (19) 
 

1

c s 0
c s c c s

s s s c c

i i
i
i i i i i i

i i i i i

R
 

     

    

 
   
  

.        (20) 

 
づíïï½Üöëó½ i-ñ £çñÖÜ. ぢëñÖñßëñÇí　 ïó¿í½ó 
öëñÖó　 ç ïÜô¿ñÖñÖó　ê, äëó½ñÖóç äëóÖîóä 
Ñ’んÑí½ßñëí, äÜ¿Üôó½ 
 

ii
ii

i am
dt

vmdF 
)( ,           (21) 

 

)()(
iiiii

ii
i II

dt
IdN 


  ,     (22) 

 
ÇÑñ Fi – ïÜ½½íëÖí　 çÖñüÖ　　 ïó¿í, äëó¿Ü¢ñÖ-
Öí　 ¡ îñÖöëÜ ½íïï i-ÇÜ £çñÖí; Ni – ïÜ½½íëÖ▲ú 
½Ü½ñÖö çÖñüÖóê ïó¿, äëó¿Ü¢ñÖÖ▲ê ¡ i-½Ü 
£çñÖÜ; mi – ½íïïí i-ÇÜ £çñÖí; vi – ¿óÖñúÖí　 
ï¡ÜëÜïöá îñÖöëí ½íïï i-ÇÜ £çñÖí; ai – ¿óÖñú-
ÖÜñ Üï¡ÜëñÖóñ îñÖöëí ½íïï i-ÇÜ £çñÖí; Ii – 
½íöëóîí óÖñëîóó i-ÇÜ £çñÖí ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ ñÇÜ 
îñÖöëí ½íïï ç ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö (xi, yi, zi); 
i – ÜÇ¿Üçí　 ï¡ÜëÜïöá çëíàñÖó　 i-ú ïóïöñ½▲ 
¡ÜÜëÑóÖíö; i  – ÜÇ¿ÜçÜñ Üï¡ÜëñÖóñ i-ú ïó-
ïöñ½▲ ¡ÜÜëÑóÖíö. 
 
ゐÜÑñ½ ç▲ôóï¿　öá i

iR 0 , i
iR 0 , i

i vR 0 , i
i aR0 , 

i
i FR0 , i

i NR0 , i
i fR0 , i

i nR0  ó i
iR 0 , £íÑíÖÖ▲ñ ç 

ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö i-ÇÜ £çñÖí (xi, yi, zi). げÑñïá 
fi – ïó¿í, ï ¡ÜöÜëÜú (i – 1)-ñ £çñÖÜ ÑñúïöçÜñö 
Öí i-ñ £çñÖÜ ç ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö (xi-1, yi-1, zi-1); 
ni – ½Ü½ñÖö, ç▲£çíÖÖ▲ú Ññúïöçóñ½ (i – 1)-ÇÜ 
£çñÖí Öí i-ñ  £çñÖÜ ç ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö (xi-1, 
yi-1, zi-1); i – ½Ü½ñÖö, ïÜ£Ñíçíñ½▲ú ÇóÑëÜîó-
¿óÖÑëí½ó i-ÇÜ £çñÖí. ぢÜï¡Ü¿á¡Ü ç äëÜîñïïñ 
¡ÜäíÖó　 ÜÇÜ¿ äÜçÜëÜöí 1 ßí£ÜçÜú ôíïöó ~¡ï-
¡íçíöÜëí äÜïöÜ　ÖÖ▲ú, öÜ Ñ¿　 äñëçÜÇÜ £çñÖí 
 

01  , 01  ,  (23) 
 

01 v ,  Tgv 001  , (24) 
 

ÇÑñ g = 9,81 ½/ï2. 
 
げíäóüñ½ äë　½▲ñ ÜëíçÖñÖó　 ÑóÖí½ó¡ó Ñ¿　 
Üïöí¿áÖ▲ê £çñÖáñç ½íÖóäÜ¿　öÜëí (ëóï. 3). 
ばëíçÖñÖó　 ÑóÖí½ó¡ó ïöëñ¿▲ Üäóï▲çí0öï　 
ç▲ëí¢ñÖó　½ó (25) – (28).  
 

TR ]00[ 22
2
0   ,  (25) 

 
TR ]00[ 22

2
0   ,  (26) 

 
2

2 2 12
2
0 2 2 2 12
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l gs
R v l gc





   
 

   
 
 


 ,  (27) 
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( )

( )
0

r s l r c gs

R a l r c r s gc
  

  

     
 

      
 
  

 

  , (28) 

 
ÇÑñ 2 2 2 2cos , sin ,c s     2 1 2 2       . 
 

r 2

 
 
づóï. 3. と ÜäëñÑñ¿ñÖó0 ÜëíçÖñÖóú ÑóÖí½ó¡ó 

½íÖóäÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí 
 
が¿　 ëÜ¡ó ~¡ï¡íçíöÜëí 
 

TR ]00[ 233
3
0   ,  (29) 

 
TR ]00[ 233

3
0   ,  (30) 

 
2 2

2 3 2 3 2 3 23 123
3 2
0 3 2 3 2 3 2 3 23 123
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 ,  (32) 

 
ÇÑñ 3 1 2 3       , 123 1 2 3       . 
 
が¿　 ¡Üçüí 
 

3
0 3 2340 0

T
R     

 ,  (33) 
 

 TR 2344
4
0 00   ,  (34) 
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  , (36) 

 
ÇÑñ 4 1 2 3 4 4          . 
 
ぢëó äÜ½Üàó äÜ¿ÜôñÖÖ▲ê ïÜÜöÖÜüñÖóú  
(25)–(36) äÜ¿Üôó½ ÜßëíöÖ▲ñ ÜëíçÖñÖó　  
ÑóÖí½ó¡ó, äÜ£çÜ¿　0àóñ äÜ ó£çñïöÖ▲½ 
ÜßÜßàñÖÖ▲½ ¡ÜÜëÑóÖíöí½, ï¡ÜëÜïö　½ ó 
Üï¡ÜëñÖó　½ ÜäëñÑñ¿óöá ïó¿▲ ó ½Ü½ñÖö▲, 
ÑñúïöçÜ0àóñ ç ïÜô¿ñÖñÖó　ê ½íÖóäÜ¿　öÜëí 
~¡ï¡íçíöÜëí. ぢëó ~öÜ½ Ñ¿　 äëÜïöÜö▲ ßÜÑñ½ 
ïôóöíöá, ôöÜ ¡Üçü ~¡ï¡íçíöÜëí Öñ ÖíÇëÜ¢ñÖ, 
ö.ñ. ëñüíñöï　 £íÑíôí äñëñ½ñàñÖó　 äÜëÜ¢ÖñÇÜ 

¡Üçüí ¡ £íßÜ0. ゑ ~öÜ½ ï¿Üôíñ f5 = 
= n5 = [0 0 0]T. が¿　 ëíïôñöí ïó¿, ÑñúïöçÜ0àóê 
Öí i-ñ £çñÖÜ, çÜïäÜ¿á£Üñ½ï　 ï¿ñÑÜ0àó½ ëí-
çñÖïöçÜ½ 
 

 1
0 1 0 1 0
i i i i

i i i iR f R R f R F
   , (37) 

 
ÇÑñ 
 

0 0
i i

i i iR F m R a .      (38) 
 
どÜÇÑí  
 

4 4
0 4 4 0 4R f m R a ,      (39) 
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            (42) 

 

ゑ ÜëíçÖñÖó　ê (40)–(42): 1 = 1 - 4, 2 = 1 + 
+2 - 4, 3 = 1 +2 + 3 + 3, 4 = 1 +2 + 3 - 
- 4, 1 = 1 - 2, 5 1 2 3 32         . 
 
どñäñëá ï äÜ½Üàá0 ëíçñÖïöç (43) ó (44)  
ç▲ôóï¿ó½ ½Ü½ñÖö▲ 0

i
iR n , ÑñúïöçÜ0àóñ Öí 

£çñÖá　. 
 

1 1 1
0 1 0 1 0 0 1( ) ( )i i i i i

i i i i iR n R R n R p R f  
         

0 0 0 0( ) ( )i i i i
i i i iR p R s R F R N    ,  (43) 

 
ÇÑñ 
 

0
0 0 0( )( )i i i

i i i iR N R I R R    
0

0 0 0( ) ( )( )i i i
i i i iR R I R R      ,     (44) 

 
1

0
i

iR p  – çñ¡öÜë ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜÇÜ äÜ¿Ü¢ñÖó　 
Öíôí¿ ïóïöñ½ ¡ÜÜëÑóÖíö (xi,yi,zi) ó (xi-1,yi-1,zi-1), 
ç▲ëí¢ñÖÖ▲ú ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ ïóïöñ½▲ ¡ÜÜëÑó-
Öíö (xi, yi, zi), 1

0
i

iR s  – îñÖöë ½íïï i-ÇÜ £çñÖí ç 

ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö (xi, yi, zi), 0
0
i

i iR I R  – ½íöëó-
îí i-ÇÜ £çñÖí ÜöÖÜïóöñ¿áÖÜ ñÇÜ îñÖöëí ½íïï, 
ç▲ëí¢ñÖÖí　 ç ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö (xi, yi, zi). 
 
で ÜôñöÜ½ öÜÇÜ, ôöÜ n5 = 0, ó½ññ½ 
 

4
0 4 4[0 0 ]TR n D ,  (45) 
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ぢÜ¿ÜôñÖÖ▲ñ ÜëíçÖñÖó　 ÑóÖí½ó¡ó ½íÖóäÜ¿　-
öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí ~ââñ¡öóçÖ▲ ï ç▲ôóï¿ó-
öñ¿áÖÜú öÜô¡ó £ëñÖó　, ö.¡. äÜ£çÜ¿　0ö ç▲ôóï-
¿óöá äíëí½ñöë▲ Ñçó¢ñÖó　 ¡í¢ÑÜÇÜ £çñÖí ç 
ïóïöñ½ñ ¡ÜÜëÑóÖíö, ïç　£íÖÖÜú ï ~öó½ £çñÖÜ½, 
ó äÜ~öÜ½Ü Öñó£½ñÖÖ▲ñ äëó Ñçó¢ñÖóó ½íÖó-
äÜ¿　öÜëí. 
 

ゑ▲çÜÑ▲ 
 
がí¿áÖñúüññ ïÜçñëüñÖïöçÜçíÖóñ ~¡ï¡íçíöÜ-
ëÜç ïç　£íÖÜ ï óê ëÜßÜöó£íîóñú. ぢëñÑïöíç¿ñÖ-
Ö▲ñ ÜëíçÖñÖó　 ¡óÖñ½íöó¡ó, Üäóï▲çí0àóñ 
äëÜïöëíÖïöçñÖÖÜñ äÜ¿Ü¢ñÖóñ £çñÖáñç ½íÖó-
äÜ¿　öÜëí ~¡ï¡íçíöÜëí, ÖñÜßêÜÑó½▲ ¡í¡ Ñ¿　 
óïï¿ñÑÜçíÖó　 äÜçñÑñÖó　 ½íÖóäÜ¿　öÜëí, öí¡ ó 
Ñ¿　 ÜäëñÑñ¿ñÖó　 öëíñ¡öÜëóó ñÇÜ Ñçó¢ñÖó　, 
Üßñïäñôóçí0àñú öëñßÜñ½Üñ äÜ£óîóÜÖóëÜçí-
Öóñ ¡Üçüí. ぢÜ¿ÜôñÖÖ▲ñ ÜëíçÖñÖó　 ÑóÖí½ó¡ó 
½íÖóäÜ¿　öÜëí ÖñÜßêÜÑó½▲ Ñ¿　 ïóÖöñ£í ïó-
ïöñ½▲ Üäëíç¿ñÖó　 ó ó½ñ0ö âÜë½Ü, ÜÑÜßÖÜ0 
Ñ¿　 ëñí¿ó£íîóó ç▲ôóï¿ñÖóú ç ëñí¿áÖÜ½ çëñ-
½ñÖó. 
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