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Анотація. Розроблено універсальну плоску математичну модель руху багатоланкового авто-
поїзда, що має перекос мостів та ексцентриситет центру мас кожної ланки. Диференціальні 
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Вступ 
 
Досвід експлуатації автопоїздів показує, що 
характер їх руху залежить від багатьох фак-
торів. При русі по криволінійних траєкторіях 

спостерігається розбіжність колій тягача і 
причіпних ланок автопоїзда, що погіршує 
маневреність транспортного засобу і вимагає 
збільшеної ширини проїзної частини дороги. 
На характер руху ланок автопоїзда впливає 



зміна конструктивних і експлуатаційних фа-
кторів (наприклад, при несиметричному роз-
ташуванні вантажу (ексцентриситет центрів 
мас), різному тиску повітря в шинах, зміні 
величини зазору в тяглово-зчіпному при-
строї, зміні розташування точки зчіпки, пе-
рекосі і зсуві осей). Для визначення якісної 
оцінки впливу конструктивних і експлуата-
ційних факторів на характер руху ланок ав-
топоїзда необхідно провести теоретичні та 
експериментальні дослідження. 
 

Аналіз публікацій 
 
Експлуатаційні властивості автопоїздів дос-
ліджували Д.А. Антонов, С.С. Атаев, 
В.Г. Вербицкий, Я.Х. Закин, Э.Н. Ибрагимов, 
А.П. Ковпаков, Л.Г. Лобас, М. Мичке, 
С.Я. Марголис, В.П. Сахно, Я.Е. Фаробин, 
Д.Р. Эллис та інші вітчизняні і закордонні 
вчені. У роботах цих дослідників досить гли-
боко вивчені питання маневреності та керо-
ваності автопоїздів залежно від конструктив-
них параметрів транспортного засобу [1–3], а 
також залежно від експлуатаційних факторів 
(дорожніх умов, режимів руху та ін.) [2–4]. 
Не багато робіт з дослідження впливу зміни 
параметрів конструкції, що виникають у екс-
плуатації (наприклад, порушень установки 
мостів, зміщення точки зчіпки ланок автопої-
зда та ін.), на експлуатаційні властивості ав-
топоїзда. 
 

Мета роботи та постановка задачі 
 
Маємо на меті розробку плоскої математич-
ної моделі руху багатоланкового автопоїзда, 
яка б дозволяла теоретично досліджувати 
вплив параметрів компонувальної схеми, ре-
жимів руху та технічного стану на експлуа-
таційні властивості автопоїзда. 
 

Розробка математичної моделі 
 
При розробці плоскої математичної моделі 
руху за основу було обрано узагальнену ком-
понувальну схему автопоїзда [4] та взяті до 
уваги результати робіт Лобаса Л.Г. [5, 6]. 
 
У наведеній схемі автопоїзд здійснює плоско 
паралельний рух. Відомо, що такій рух твер-
дого тіла складається з поступального руху, 
при якому всі точки тіла рухаються зі швид-
кістю полюса, і обертального руху навколо 
цього полюса. При цьому кутова швидкість 
не залежить від вибору полюса [7]. 

Швидкість точки С0 при плоско паралельно-
му русі тягача по рухомому базису i0, j0 (орти 
осей x0, y0) визначається за формулою 
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Складові швидкості центра мас підкатного 
візка визначено 
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Складові швидкості центра мас напівпричепа 
записані у вигляді 
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Величини v, u, ω, φ1, φ2 можна визначити з 
динамічних рівнянь руху автопоїзда, коорди-
нати центра мас і курсовий кут тягача – за 
допомогою кінематичних рівнянь. 
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Для складання диференційних рівнянь руху 
автопоїзда використано метод квазікоорди-
нат. Рівняння руху складено відносно вели-
чин v, u, ω – параметрів руху тягача на основі 
теореми про зміну головного вектора сил K  
і головного моменту G  кількості руху, що 
виражені через кінетичну енергію T  [7]. Пе-
рехід до квазішвидкостей дозволяє розділити 
змінні в такій динамічній системі на дві під-
системи меншої розмірності, які інтегрують-
ся послідовно. 
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де v  – абсолютна швидкість; ω  – абсолютна 
кутова швидкість. 



Для визначення кутів складання причіпних 
ланок автопоїзда φ1, φ2, які є голономними 
координатами, достатньо записати рівняння 
Лагранжа другого роду. Згідно з відомими 
рекомендаціями [5, 6] після заміни третього 
рівняння в системі (4) та першого в системі (5) 
лінійними комбінаціями рівнянь для ω, φ1, φ2 
отримано систему рівнянь, що описує рух 
автопоїзда у загальному вигляді 
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де 

0xF , 
0yF  – проекції головного вектора F  

на рухомі осі 0x  та 0y  відповідно; 
0

Mϑ , 

1
Mϕ , 

2
Mϕ  – узагальнені моменти на відпо-

відних координатах; 
0 0 0C zM mom Fϑ = , 

( )1 0 1 1 2S zM mom F Fϕ = − + , 
2 1 2 2S zM mom Fϕ = − . 

 
Отримати вирази для сил і моментів, що ді-
ють на ланки автопоїзда, стає можливим, 
якщо розглянути їх відповідні схеми. На 
рис. 1, як приклад, наведено схему сил, що 
діють на осі автомобіля-тягача та підкатного 
візка при наявності перекосу мостів та екс-
центриситету центрів мас. 
 
Кінетичну енергію автопоїзда можна пред-
ставити у вигляді суми кінетичних енергій 
його ланок. 
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На підставі (1)–(3) отримують вирази для 
визначення змінних, що характеризують рух 
автомобіля-тягача (складових лінійної швид-
кості v та u, кутової швидкості ω) і причіпних 
ланок автопоїзда (кутів складання відповідно 
підкатного візка φ1 та напівпричепа φ2).  

Зазначені вирази разом з системою рівнянь 
(4) складають математичну модель руху три-
ланкового автопоїзда обраної компонуваль-
ної схеми, у якому присутній перекос мостів 
та ексцентриситет центрів мас. 
 

 
 
Рис. 1. Схема сил, що діють на осі автомобі-

ля-тягача (а) та підкатного візка (б) при 
наявності перекосу мостів та ексцентри-
ситету центрів мас ланок 

 
Подальша робота буде присвячена проведен-
ню теоретичних досліджень впливу величи-
ни та характеру перекосу мостів та ексцент-
риситетів центрів мас багатоланкового авто-

а 

б 



поїзда на показники його стійкості та манев-
реності в різних режимах руху. 
 

Висновок 
 
Розроблено універсальну плоску математич-
ну модель руху багатоланкового автопоїзда з 
тривісним напівпричепом та одновісним 
опорним підкатним візком, яка дозволяє про-
водити теоретичні дослідження впливу вели-
чини та характеру перекосу мостів та ексцен-
триситету центрів мас ланок автопоїзда на 
його експлуатаційні властивості, зокрема на 
маневреність та стійкість з урахуванням па-
раметрів компонувальної схеми та режимів 
руху. 
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