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Введение 
 

В последнее десятилетие при анализе напря-
женно-деформированного состояния поли-
меров, битумов, асфальтобетонов и других 
конструкционных материалов широкое рас-
пространение получили так называемые вяз-
ко-упругие реологические модели. 
 

Анализ публикаций 
 

Линейная разновидность реологических мо-
делей, как известно, может быть получена 
путем различного сочетания элементов Гука 
и Ньютона [1]. Таких сочетаний может быть 
бесчисленное множество. Для одного только 
асфальтобетона и битума разными авторами 

[1–9] предложено два десятка таких моделей. 
Их развитие продолжается [10]. 
 

Цель и постановка задачи 
 

При таком обилии мнений возникает задача 
построения единой методики построения 
структурных реологических моделей. Причем 
весь анализ построим на так называемых одно-
осных реологических моделях [1], применив 
затем полученные выводы к трехосным [11]. 
Такой подход вполне оправдан, поскольку в 
работах [12, 13] доказано, что дифференциаль-
ные уравнения одноосных и 3-D линейных 
реологических моделей структурно одинаковы. 
Различие лишь в постоянных коэффициен-
тах. И поэтому 3-D модели впоследствии 
легко преобразуются в одноосные. 
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Исходные предпосылки 
 

1. Любая структурная линейная модель мо-
жет быть построена на двух элементах: упру-
гом (рис. 1, а) и вязком (рис. 1, б). 
 

 
             а           б 
 

Рис. 1. Элементы реологических моделей: а – 
упругий элемент Гука; б – вязкий эле-
мент Ньютона; Е, η – коэффициенты, ха-
рактеризующие упругие и вязкостные 
свойства элементов 

 

2. При составлении структурной модели и 
структурных уравнений следует пользоваться 
следующими правилами [11, 14] (рис. 2) 

 
 
Рис. 2. Простейшие правила упрощения струк-

турных реологических моделей 

В символьном виде эти правила можно запи-
сать как 
 
– для рис. 2, а 
 

Г–Г=Г;  
1 2

1 1 1
E E E
= + ,                    (1) 

 
где Г – символьное обозначение элемента 
Гука; «–» символ последовательного соеди-
нения элементов; 
 
– для рис. 2, б 
 

Г│Г=Г; 1 2E E E= + ,                 (2) 

где «│» символ параллельного соединения 
элементов; 
 
– для рис. 2, в 
 

Н-Н=Н;  
1 2

1 1 1
= +

η η η
,           (3) 

 
где Н – символьное обозначение элемента 
Ньютона; 
 
– для рис. 2, г 
 

Н│Н=Н; 1 2η = η +η ,          (4) 
 
– для рис. 2, д 
 

Г-Н-Г=Г-Г-Н=Г-Н ,          (5) 
 
– для рис. 2, е 
 

Н-Г-Н=Н-Н-Г=Н-Г ,          (6) 
 
– для рис. 2, ж 
 

Г│Н│Г= Г│Г│Н = Г│Н ,          (7) 
 
– для рис. 2, з 
 

Н│Г│Н= Н│Н│Г= Н│Г.              (8) 
 

Двухэлементные модели 
 
Из элементов рис. 1 можно получить всего 
восемь комбинаций, все они приведены на 
рис. 3. 
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Рис. 3. Возможные варианты двухэлементных 
реологических моделей: а–г – варианты, 
полученные путем сочетания модели  
рис. 1, а с элементами Гука и Ньютона; 
д–з – путем сочетания модели рис. 1, б с 
элементами Гука и Ньютона  

 
Из них: 
 
– четыре элемента вырождаются в более про-
стые (рис. 3, а, б, ж, з); 
 
– два элемента повторяются (рис. 3, в, д, а 
также 3, г и е); 
 
– таким образом, конструктивно различных 
остается только два элемента (рис. 3, в и г). 
 
Полученные данные занесены в табл. 1. 

 

Таблица 1 Сводная таблица реологических  
структурных моделей 

 

№

Кол-во элементов  
в модели 

 
 

Параметр од
но
эл
ем

. 

дв
ух
эл
ем

. 

тр
ех
эл
ем

. 

че
ты
ре
хэ
ле
м.

 

1 Всего вариантов моделей 2 8 24 80 

2 Вырождающихся в бо-
лее простые 0 4 16 56 

3 Отличных друг от друга 
всего строка 1 – строка 2 2 4 8 24 

4 Повторяющихся конст-
руктивно 0 2 4 12 

5 Отличных конструктивно 
строка 3 – строка 4 2 2 4 12 

6 
Приводящихся к выро-
жденным через диффе-
ренциальное уравнение 

0 0 0 4 

7 
Всего отличных конст-
руктивно строка 5 – 
строка 6 

2 2 4 8 

8 
Приводящихся к повто-
ряющимся через диффе-
ренциальное уравнение 

0 0 2 6 

9 

Принципиально различ-
ных по виду дифферен-
циального уравнения 
строка 7 – строка 8 

2 2 2 2 

 
Трехэлементные модели 

 
Рассуждая аналогичным образом, из моделей 
рис. 3 в, г, можно получить 24 варианта трех-
элементных структур (см. строка 1 табл. 1). И 
только 4 из них конструктивно отличаются  
(строка 5 табл. 1), все они представлены на 
рис. 4. 

 

 
 

Рис. 4. Трехэлементные модели 

η1

Е2
Е1

а 

η2 Е4 

Е3 

б 

η4

η3

Е5

в

η6

η5 

Е6 

г 

; 

в) 

а) 

; 

б) 

;

г) 

; 

д) 

; 

е) 

; 

ж) 

; ;

з) 

Автомобильный транспорт, вып. 28, 2011 127



Отметим одну особенность у этих схем. 
 
Дифференциальное уравнение, описывающее 
рис. 4, а [11] 
 

1 1 1 1 2 1 2( )E E E E Eση + σ = εη + + ε ,           (9) 
 
где ,σ  ε  – напряжения и относительные де-
формации в элементе; σ , ε , ε  – их произ-
водные по времени.  
 
Для рис. 4, б [11] 
 

2 3 4 2 3 3 4( )E E E E Eση + σ + = εη + ε .       (10) 
 

При        3 4
2

3 4

E EE
E E

=
+

; 3
1

3 4

EE
E E

=
+

; 

 
2

3
1 2

3 4

E
E E

⎛ ⎞
η = η ⎜ ⎟+⎝ ⎠

,                    (11) 

 
выражение (9) легко трансформируется в 
(10). Т.е. схемы на рис. 4, а и б аналогичны, 
поскольку описываются одинаковыми урав-
нениями. 
 
Точно также доказывается и то, что схемы на 
рис. 4, в и г также аналогичны. Отсюда появи-
лась и строка 8 в табл. 1. Принципиально же 
отличных трехэлементных схем, как и в пре-
дыдущем случае, осталось всего 2 (строка 9 
табл. 1) – это схемы на рис. 4, а и в. 

 
Четырехэлементные модели 

 
Не нарушая общности рассуждений, из че-
тырёх моделей на рис. 4 можно получить 
всего 80 четырехэлементных моделей. 
 
Из них только 12 будут конструктивно отли-
чаться друг от друга (строка 5 табл. 1). Эти 
модели приведены на рис. 5. 
 
Анализ дифференциальных уравнений, опи-
сывающих схемы (рис. 5, а–м), выявляет так-
же некоторые их особенности.  
 
Например: 
 
Дифференциальное уравнение для схемы 5, а 
имеет вид 
 

7 7 8 9 8 7 9( ) ( )E E E E E Eση + + + σ + =  
= 7 7 8 9 7 8 9( ) .E E E E E Eεη + + ε         (12) 

 
 

Рис. 5. Четырехэлементные модели 
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где 1η , 1E , 2E  – обозначены на рис. 4, а; 7η , 

7E , 8E , 9E  – на рис. 5, а,  
 
уравнение (9) трансформируется в (12), т.е. 
схемы на рис. 4, а и 5, а аналогичны. Анало-
гичны также:  
– схемы на рис. 5, д и рис. 4, а; 
– схемы на рис. 5, л, м и рис. 4, в. 
 
Т.е. по виду своих дифференциальных урав-
нений схемы рис. 5, а, д вырождаются в схему 
4, а. А схемы рис. 5, л, м – в схему рис. 4, в. 
 
Поэтому в табл. 1 появляется строка 6. 
 
Дифференциальное уравнение схемы 5, е 
 

8 9 8 11 9 10 10 11

8 9 10 11 10 11 8 9

( )
( ) ( ).

E E E E
E E E E

ση η + σ η + η + σ =

= εη η + + ε η + η
    (14) 

 
Схемы 5, ж 
 

10 11 11 12 10 13 10 12

12 13 10 11 12 10 12 13

( )
.

E E E
E E E E E

ση η +σ η + η + η +

+σ = εη η + εη
   (15) 

 
Если принять, что в уравнении (14) 
 

10
12

1
11

1

2
1

E
E

η
−
τ

=
τ−
τ

;   10 1
10 11

1 2
E Eη τ

= −
τ τ

; 

8 1 10Eη = τ ;   9 2 11Eη = τ ,            (16) 
 

где 
2

1,2 2 4
B B Aτ = ± − ;  

12 11 13 10 12 10

12 13

E E EB
E E

η + η + η
= ;  10 11

12 13
A

E E
η η

= ;  8η , 

9η , 10E , 11E  – обозначены на рис. 5, е; 10η , 

11η , 12E , 13E  – на рис. 5, ж, 
 
то уравнение (14) трансформируется в (15),  
т. е. схемы на рис. 5, е и ж аналогичны друг 
другу. 
 
Точно также можно показать, что и схемы на 
рис. 5, б и к аналогичны схеме на рис. 5, е. А 
схемы на рис. 5, г, з, и  приводятся к схеме на 
рис. 5, в. 
 
Таким образом, из 12 схем на рис. 5 принци-
пиально различными остаются рис. 5, в и 
рис. 5, е, что и отражено в строке 9 табл. 1. 

Проанализировав полученные результаты, из 
рис. 4, 5 можно сделать вывод о том, что 
преобразование «аналогичных» схем друг в 
друга происходит не только в соответствии с 
правилами рис. 2 и выражениями (1)–(8). 
 
Проявляет себя закономерность, смысл кото-
рой изложен на рис. 6. 
 

 
 
Рис. 6. Дополнительные правила преобразо-

вания структурных реологических мо-
делей: В1, В2 – ветви схемы; в качестве 
ветви может выступать один из элемен-
тов рис. 1, или их сочетание 

 
Т.е. для рис. 6, а справедливо 
 

Г– (В1│В2)=(Г – В1)│(Г – В2);       (17) 
 
для рис. 6, б 
 

Н – (В1│В2) = (Н – В1)│(Н – В2);    (18) 
 
для рис. 6, в 
 

(Г│Н) – В1 = В1│(Г – Н);              (19) 
 
для рис. 6, г  
 

(В1│(Г – Н)) – В2 = В1 – (В2│(Г – Н)).    (20) 
 
Если теперь допустить, что правила (1)–(8), 
(17)–(20) распространяются и на схемы с n 
количеством простейших элементов рис. 1, 
можно представить общую схему синтеза 
линейных схем реологических моделей, в 
виде, показанном на рис. 7. 

а 

В1В1 В2

;
В2

б 

В1В1 В2 

;
В2

в 

В1

В1

;

В1 

В2 

В1 

г 

В2 

Автомобильный транспорт, вып. 28, 2011 129



 
 

Рис. 7. Схема формирования линейных струк-
турных реологических моделей: а–е – 
одно- – шестиэлементные; ж – с n коли-
чеством простейших элементов, в слу-
чае, если n нечетное число; з – то же, но 
для четного числа n 

 
Выводы 

  
1. Структурная реологическая схема любой 
сложности может быть приведена к обоб-
щенной модели Максвелла, в которой может 
быть не более двух вырожденных элементов 
Максвелла [12]. Предложена методика тако-
го преобразования. 
 
2. Независимо от количества простейших 
элементов (рис. 1) при фиксированной их 
величине n может быть только две разли-
чающиеся между собой схемы, с точки  

зрения вида дифференциальных уравнений, 
описывающих эти схемы. 
 
3. Принципы конструктивного построения 
схем зависят от четности или нечетности ве-
личины n. 
 
4. Для схем с нечетным количеством про-
стейших элементов, если в них есть возмож-
ность появления остаточных деформаций, то 
нет мгновенной упругости, и наоборот. 
 
5. Для схем с четным количеством, если есть 
возможность появления остаточных дефор-
маций, то есть и мгновенная упругость, и 
наоборот. 
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