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Введение 
 
Впервые сформулированная американским 
математиком Д.Б. Данцигом задача о рюкза-
ке (ранце) (англ. Knapsack problem) – одна из 
NP-полных задач комбинаторной оптимиза-
ции, популярность которой вызвана большим 
количеством её приложений, поскольку мно-
гие из реально возникающих задач описыва-
ются в рамках данной модели. Основные 
сферы применения находятся в областях 
планирования и управления производствен-
ными и транспортными системами. Название 
своё получила от максимизационной задачи 
укладки как можно большего числа ценных 
вещей в рюкзак при условии, что общий объ-
ём (или вес) всех предметов, способных по-
меститься в рюкзак, ограничен. Непосред-
ственно термин «рюкзак» может быть 
интерпретирован достаточно широко. Данная 
задача и её варианты широко используются 
для моделирования большого числа практи-
ческих задач. 
 

Анализ публикаций 
 
Задачи о рюкзаке и её модификации часто 
возникают в экономике, прикладной матема-
тике, криптографии, генетике и логистике 
для нахождения оптимальной загрузки 
транспорта (автомобиля, контейнера, само-
лёта, поезда, трюма корабля) или склада. По-
этому разработке методов решения задачи, и 
в первую очередь эффективных, уделено до-
статочно много внимания [1–7]. 
 
В литературе можно встретить обоснование 
и анализ различных методов решения общей 
задачи линейного программирования, задачи 
целочисленного программирования, потоко-
вых задач, ряда задач на графах, задач о мат-
роидах [1]. Приводятся также задачи дис-
кретного программирования, заключающи-
еся в нахождении условных экстремумов на 
конечных множествах [2], задачи геометри-
ческой оптимизации (раскрашивание графа, 
реализация графа с минимальным числом 
пересечений, наиболее плотная упаковка) [4]. 
 
Исследуются как точные, так и приближён-
ные алгоритмы решения задачи. 
 
В настоящее время обсуждается возмож-
ность реализации задачи на основе физиче-
ской системы квантового компьютера для 
решения задачи об упаковке рюкзака [5]. 

Очень часто при решении задач такого клас-
са на практике рассматривается двухкрите-
риальная задача о рюкзаке [6]. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Существуют различные точные и прибли-
жённые алгоритмы решения задачи о рюкза-
ке. К точным алгоритмам относятся: полный 
перебор; метод ветвей и границ динамиче-
ского программирования. 
 
В общем виде задача о рюкзаке формулиру-
ется следующим образом. Перед походом в 
рюкзак, вместимостью не более A  единиц 
веса, из набора } , ,, 2, {1, niI   предме-
тов, каждый весом ia  и «ценностью» ic , 
необходимо положить те предметы ix , Ii , 
которые максимизируют суммарную «цен-
ность» груза и помещаются по весу в рюкзак. 
 
В математической форме задача представля-
ется следующим образом: требуется найти 

ix , Ii , доставляющее 
 

max ,i i
i I

c x W


                      (1) 

 
при условиях 
 

Vxa
Ii

ii  ,                     (2) 

 
1, еслипредмет  помещёнврюкзак,
0, еслипредмет  непомещёнв рюкзак.ix
  (3) 

 
Таким образом, задача о рюкзаке – это задача 
целочисленного линейного программирова-
ния с булевыми переменными. Её решение 
достигается на некотором подмножестве n2  
комбинаций, формируемом различными 
наборами переменных ix , удовлетворяющих 
ограничению (2). Известно, что задача явля-
ется NP-полной, т. е. для неё теоретически не 
существует полиномиального по времени 
решения алгоритма [1]. Среди экспоненци-
альных алгоритмов наиболее подходящими 
являются те, которые реализуют схему вет-
вей и границ, метод динамического про-
граммирования, аддитивный алгоритм Бала-
ша [2], а также другие разработанные 
алгоритмы. Хотя эти алгоритмы и оценены 
по вычислительной сложности, вместе с тем 
они не имеют практических оценок решения 
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задач, оценок работы алгоритмов в среднем, 
что очень важно для их применения. 
 
Цель работы состоит в конструировании и 
экспериментальном исследовании трёх алго-
ритмов, предназначенных для решения зада-
чи о рюкзаке. Два из них – метод ветвей и 
границ и динамического программирования 
– позволяют получить точные решения, тре-
тий метод – эвристический – даёт прибли-
женные решения задачи. Приводятся сравни-
тельные характеристики алгоритмов, на 
основании чего даются рекомендации к их 
практическому применению. 
 

Разработка алгоритмов 
 
Как известно, в методе ветвей и границ име-
ется два момента алгоритмизации, определя-
емых спецификой задачи: разбиение исход-
ного множества комбинаций на подмно-
жества с дальнейшим выбором подмно-
жества для очередного разбиения и 
вычисления нижних (верхних) границ (оце-
нок) значений оптимизируемой функции на 
подмножествах. Разбиение множества на 
подмножества называется ветвлением, а вы-
бор подмножества для разбиения – его стра-
тегией. Вычисление ошибок толкуют как 
решение оценочных задач. Наглядным ре-
зультатом ветвления и решения оценочных 
задач является n -ярусное корневое дерево 
поиска решений с оценками вершин под-
множеств каждого яруса. Оценка вершины 
последнего яруса – рекорд – представляет 
собой текущее значение оптимизируемой 
функции, которое далее сравнивается с оцен-
ками вершин предшествующих ярусов, в  
результате чего неперспективные для ветв-
ления подмножества отсеиваются, а перспек-
тивные разбиваются, дополняя дерево реше-
ний. Алгоритм заканчивает работу тогда, 
когда будут сравнены с рекордом все теку-
щие и вновь порождаемые оценки вершин. 
Практика показывает, что более эффектив-
ными являются те алгоритмы, которые стро-
ят бинарные деревья решений, т. е. реализу-
ют разбиение каждого очередного множества 
на два подмножества, выбор подмножества 
для ветвления осуществляют по максималь-
ной (минимальной) оценке оптимизируемой 
функции, оценочные задачи формируются 
так, что более точно вычисляются оценки. 
Поэтому при разработке алгоритма и нали-
чии выбора следует придерживаться указан-
ных правил. 

Что касается рассматриваемой задачи, то 
процесс разбиения очередного множества 
осуществляется на два подмножества, первое 
из которых содержит комбинации компонент 
вектора с 0ix , второе – с 1ix . Стратегия 
ветвления состоит в том, чтобы выбирать 
очередное подмножество для разбиения по 
максимальной оценке верхней границы оп-
тимизируемой функции. В результате полу-
чаем бинарное дерево поиска решений, изоб-
ражённое на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Бинарное дерево поиска решений 
 
Для вычисления оценок верхних границ оп-
тимизируемой функции на подмножествах 
формулируется следующая оценочная задача: 
найти 
 

max ,i i
i I

Q c x


                    (4) 

 
при условиях 
 

Vxa
Ii

ii  ,                       (5) 

 

10  ix , Ii .                   (6) 
 

Иными словами, для некоторого ix  допуска-
ется, что оно не булево, а лежит в интервале 

]1 ,0[ . Такая релаксация строгости условий 
задачи приводит к тому, что оценка Q  для 
каждой вершины дерева поиска оказывается 
больше W , т. е. она действительно является 
верхней границей оптимизируемой функции 
на подмножествах комбинаций. 
 
В то же время оценочная задача легко реша-
ема. Согласно [3] следует найти «ценности» 

единиц весов грузов 
i

i

a
c

, ni  ..., ,2 ,1  и упо-

рядочить их по убыванию 
n

n

a
c

a
c

a
c    

2

2

1

1  . 

Тогда все Ixi  , выбираемые в порядке по-
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следовательности «ценностей» и такие, что 

 k

i
i Va

1
, полагаются равными единице. 

Очередное значение 1kx  такое, что 

 1

1

k

i
ii Vxa  вычисляется по выражению 

   k

i
kik aaVx

1
11 /)( , т. е. ищется значение 

той переменной ix , Ii , которая полагается 
не булевой. Остальные ix , 

nki  , ,2  принимается равными нулю. В 

результате получаем оценку   1

1
,

k

i
ii xcQ  и 

ограничение 1

1

k

i
i Va . Пусть для ветвления 

выбрана вершина r -го яруса дерева поиска с 
оценкой rQ  и значением rV , которые опре-
делены последовательностью ix , 

ri  , ,2 ,1  . Тогда оценочные задачи для 
вершины 1r -го яруса должны быть сфор-
мулированы так: 
найти 
 

1
1

max ,
n

r r i i
i r

Q Q c x  
       

 
при условиях 
 


n

ri
rii VVxa

1
, 

 
10  ix , Ii . 

 
Алгоритм, реализующий описанный метод, 
приведён ниже. 
 
Шаг 1. Установить n ; положить 0k , ре-
корд 0R . 
Шаг 2. Положить 1 kk . 
Шаг 3. Положить 0kx , вычислить оценку 

kQ  при 0kx и запомнить kQ . 
Шаг 4. Положить 1kx , вычислить оценку 

kQ  при 1kx . 
Шаг 5. Выбрать вершину для ветвления xv  с 
большей оценкой kQ . 
Шаг 6. Если RQk  , перейти к шагу 9, иначе 
перейти к шагу 7. 
Шаг 7. Если nk  , запомнить большее kQ , 

соответствующее kx , и вернуться к шагу 2; 
иначе перейти к шагу 8. 
Шаг 8. Положить R  равным большему kQ . 
Запомнить вектор X . 
Шаг 9. Положить 1 kk . 
Шаг 10. Если 0k , остановиться; иначе пе-
рейти к шагу 11. 
Шаг 11. Выбрать запомненное kQ . 
Шаг 12. Если RQk  , вернуться к шагу 9, 
иначе вернуться к шагу 3. 
 
Метод динамического программирования 
вначале разрабатывался Р. Беллманом и его 
учениками для решения задач управления 
динамическими объектами, движение кото-
рых (переход из состояния в состояние) опи-
сывалось дифференциальными уравнениями, 
осуществлялось под воздействием управле-
ний, а оптимизируемыми функциями явля-
лись интегральные функционалы. Позже он 
был распространён для решения некоторых 
классов задач статической оптимизации, в 
частности, задач комбинаторного характера. 
 
Метод предполагает, что процесс управления 
может быть представлен как последователь-
ный N -шаговый ( N -стадийный) процесс 
принятия решений. При этом выработка ре-
шений на очередных этапах не оказывает 
влияние на величину оптимизируемой функ-
ции, достигнутой на предшествующих ша-
гах, т. е. рассматриваются системы без по-
следствия (обратной связи). 
 
Если указанные условия выполняются, то 
оптимальное управление может быть постро-
ено, если следовать принципу оптимально-
сти: оптимальная стратегия обладает тем 
свойством, что каковы бы ни были непосред-
ственно предшествующее состояние и 
управление, последующее управление долж-
но быть оптимальным по отношению к этому 
состоянию. Иными словами, в каждом состо-
янии по отношению к нему необходимо дей-
ствовать оптимально. 
 
Чаще всего при построении оптимальной 
стратегии управления вычисления начинают 
в порядке, обратном течению N -шагового 
процесса принятия решений, т. е. с конца. 
При этом обязательным при решении всех 
задач является построение на каждом шаге 
функции Беллмана: экстремального значения 
функционала по управлению в зависимости 
от состояния системы. В том случае, когда в 
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наличии много возможных состояний либо 
много допустимых управлений, либо имеет 
место то и другое, вычисление функции  
Беллмана может оказаться слишком трудо-
ёмким и в целом метод окажется неэффек-
тивным. Наиболее просто функция Беллмана 
вычисляется для первого шага. Для всех 
остальных шагов она определяется на осно-
вании функционального уравнения, связы-
вающего очередной и предшествующий ша-
ги процесса принятия решений. Вывод 
функционального уравнения, фактически 
рекуррентного соотношения, специфичен для 
каждой задачи и во многих случаях может 
представлять определённые трудности. 
 
В рассматриваемой задаче оптимальную 
стратегию представляет набор значений пе-
ременных ix , Ii , доставляющий макси-
мальное значение функции W  и удовлетво-
ряющий условиям (2), (3). Процесс 
определения этого набора представим как 
N -стадийный процесс, на каждом шаге ко-
торого Ni , ,2 ,1  ; исходя из принципа оп-
тимальности, выбирается значение 0ix  
или 1kx . Стадии принятия решений отсчи-
тываются в обратном порядке (справа нале-
во) Ni  , , , 2, ,1  . Тогда стадия i  означает, 
что до конца процесса принятия решения 
осталось i  шагов. 
 
Поскольку в данной задаче выбор на каждом 
шаге значения ix , а следовательно, и его 
влияние на оптимизируемую функцию зави-
сит от текущей грузоподъёмности рюкзака 

TV , состояние системы определим последо-
вательностью целых чисел 

0,  1,  ,  ,  , ,S j V    интерпретируя их как 
распределение этой грузоподъёмности. На 
основании этого функцию Беллмана – как 
максимальное значение оптимизируемой 
функции от состояния системы – на каждом 
шаге Ni  , ,2 ,1   будем представлять функ-
цией )(SBi . Для первого шага N -стадий-
ного процесса она будет иметь вид 
 

    
  ,1/если,1

,1/если,0поmax)(
1

1
1111 aS

aSxxcSB (7) 

 
где  1/ aS  – целая часть числа 1/ aS .  
Таким образом, пока   1/ 1 aS , 0)(1 SB .  
 
Для остальных VjS  , , , 11 )( cSB  . 

Для i -го шага Ni  , ,2  функция Беллмана 
записывается так 
     




 

.1/если,1или0
,1/если,0

по

max)( 1

i
i

i

iiiiii

aS
aS

x

xaSBxcSB
   (8) 

 
В свою очередь рекуррентное соотношение 
(8) можно интерпретировать следующим об-
разом: пока   1/ iaS , )()( 1 SBSB ii  ; для   1/ iaS ,      iiiii aSBcSBSB   11 ,max)( . 
 
Решение задачи о рюкзаке с использованием 
введённых соотношений выполняется тради-
ционно. Вводится в рассмотрение две матри-
цы:   VNsiMB 1, ,   VNsiMX 1, .  
 
В матрицу MB  построчно заносятся значе-
ния функции Беллмана, вычисляемые по вы-
ражениям (7), (8). В матрицу MX  записыва-
ются оптимизирующие функцию Беллмана 
значения компонент вектора X . Максималь-
ная стоимость предметов рюкзака вычисля-
ется на основании компонент )1( N -й 
строки матрицы MB  по выражению 
      nNNNN aVBcVBVB   11 ,max)( . 
 
При этом определяется и оптимальное зна-
чение 0* nx  или 1. Остальные значения 
компонент вектора X  вычисляются на осно-
вании значений элементов матрицы MX  по-
следовательно по выражениям 
  **

1  ,1 nnn xaVnMXx  , 
  *

11
**

2  ,2   nnnnn xaxaVnMXx , , 
  *

22
*

11
**

1  ,1 xaxaxaVMXx nnnn    . 
 
В качестве эвристического рассматривается 
алгоритм, приближённо решающий оценоч-
ную задачу (4)–(6). 
 
Он включает следующие действия. 
 
Шаг 1. Установить n . Сформировать вектор 
«ценностей» единиц грузов 

 



n

n

a
c

a
c

a
c

Y  , , ,
2

2

1

1  . 
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Шаг 2. Упорядочить компоненты вектора Y  
по убыванию и получить соответствующий 
вектор индексов предметов X . 
Шаг 3. Положить начальный вес рюкзака 

0L , начальную «ценность» груза 0z . 
Шаг 4. Положить 1i . 
Шаг 5. Вычислить )( ixALL  . 
Шаг 6. Если VL  , вычислить )( ixczz  , 
иначе вычислить )( ixcLL   и перейти к 
шагу 8. 
Шаг 7. Положить 1 ii ; если ni  , вер-
нуться к шагу 5. 
Шаг 8. Вычислить недогрузку рюкзака 

LVV   и остановиться. 
 

Результаты эксперимента 
 
Экспериментальные характеристики алго-
ритмов получены путём решения представи-
тельного набора случайных задач. Програм-
мы составлены на языке Visual Basic. 
Экспериментальные данные обрабатывались 
средствами пакета Statgraphics версии 5.1. 
 
Всего каждым алгоритмом решалось 6 набо-
ров случайных задач размером 10, 20, 30, 40, 
50, 60 предметов по 100 задач в каждом 
наборе. Для алгоритмов, реализующих схему 
ветвей и границ и метод динамического про-
граммирования, определялись средние про-
цессорные времена vT , dT  счёта задач и 
недогрузки рюкзака vR . Для эвристического 
алгоритма вычислялись средняя s  и макси-
мальная max  погрешности по отношению к 
точному решению задачи, стандартное от-
клонение tS , 95-процентный доверительный 
интервал eD , rD  для среднего s , а также 
средняя недогрузка рюкзака eR .  
 
Полученные данные приведены в табл. 1 и 2. 
 
Таблица 1 Данные эксперимента для алгоритмов, 

реализующих схему ветвей и границ и метода 
динамического программирования 

 
Количество пред-

метов N vT  dT  vR  
10 0,000547 0,000021 3,93 
20 0,001641 0,000247 1,90 
30 0,003867 0,000586 0,39 
40 0,017031 0,001094 0,15 
50 0,103281 0,002188 0,11 
60 0,377344 0,003811 0,06 

 

Таблица 2 Данные эксперимента для эвристиче-
ского алгоритма 

 
Количество 
предметов N s  max  tS  eD  rD  eR  

10 1,78 9,87 2,54 2,49 2,59 9,44 
20 1,36 6,25 1,43 1,40 1,45 4,31 
30 0,99 3,66 0,90 0,88 0,92 2,76 
40 1,05 2,87 0,80 0,78 0,81 1,90 
50 0,82 2,19 0,57 0,56 0,58 1,65 
60 0,73 2,25 0,50 0,49 0,51 1,20 

 
Данные таблиц показывают, что средняя s  
и максимальная max  погрешности эвристи-
ческого алгоритма достаточно низки. Так, 
для размера задачи 10N  они составляют 
меньше 2 и 10 процентов соответственно. 
Более того, с увеличением размера задачи N  
погрешности существенно убывают, так что, 
например, для 60N  они составляют 
меньше 1 и 3 процентов. Наблюдается весьма 
малый разброс случайных tS  и узкий дове-
рительный интервал  re DD  ,  для среднего, 
что свидетельствует о статистической устой-
чивости этих характеристик алгоритма. 
 
Что касается временных характеристик, реа-
лизующих метод ветвей и границ и метод 
динамического программирования, то они 
отличаются. Эмпирические зависимости 
среднего времени счёта от размера задачи, 
полученные методом регрессивного анализа, 
приведены ниже. Для метода ветвей и границ 
характерна экспоненциальная зависимость 

N
v eT  133,01212,9 . Для метода динамического 

программирования – степенная – 
804,20377,17 NeTd   . Таким образом, по вре-

мени счёта более предпочтителен метод ди-
намического программирования. Однако он 
требует существенного объёма памяти, кото-
рый растёт как   12  VN , т. е. примерно 

как 2( )O N . На практике возможно примене-
ние обоих методов, в том числе и эвристиче-
ского, если требуется быстрое, прикидочное 
решение задачи. 
 

Выводы 
 
В данной статье авторы представили скон-
струированные и экспериментально исследо-
ванные алгоритмы, реализующие решения 
задачи о рюкзаке точным методом ветвей и 
границ, методом динамического программи-
рования, а также эвристическим методом. 
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Практическая значимость исследований со-
стоит в том, что получена оценка решения 
задач, оценка работы разработанных алго-
ритмов в среднем, что является важным фак-
тором их применения. 
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