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Вступ 
 

Використання сплайново-квадратичної мо-

делі статичної механічної характеристики 

дозволяє врахувати реальні параметри елект-

ричного асинхронного двигуна та у деяких 

випадках знаходити аналітичні вирази для 

кінематичних та динамічних характеристик 
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різноманітних механізмів. Однак необхідно 

знати межі використання такої моделі, оскі-

льки необґрунтоване її застосування може 

призвести до значних похибок у розрахунках 

і всі переваги сплайново-квадратичної моделі 

будуть зведені нанівець. 

 

Аналіз публікацій 
 
Для аналізу перехідних та усталених режимів 

руху асинхронного електроприводу викорис-

товують, як правило, рівняння Клосса [1]. 

Однак це рівняння є нелінійним, і для знахо-

дження кінематичних функцій руху механіз-

мів із приводом від асинхронного двигуна 

необхідно проводити чисельне інтегрування 

рівнянь руху. Чисельний розв’язок не має 

універсальності – його необхідно проводити 

кожного разу, коли змінюються параметри 

динамічної системи «механізм – двигун».  

 

Крім того, рівняння Клосса не враховує про-

валів моменту двигуна за низької швидкості 

обертання, викликаних дією вищих гармонік 

електромагнітного моменту [2]. 

 

Являє собою інтерес отримання саме аналі-

тичного розв’язку. «Робоча» ділянка механі-

чної характеристики може бути апроксимо-

вана лінійною залежністю, для якої досить 

просто знайти аналітичний вираз. Однак не-

стійка ділянка роботи двигуна (до критично-

го ковзання) характеризується нелінійністю, 

яка створює значні труднощі при аналітич-

ному дослідженні динаміки руху механізму. 

Тому необхідно шукати інші підходи до про-

блеми аналітичного дослідження механічних 

перехідних процесів у електричному асинх-

ронному приводі. 

 

Мета і постановка задачі 
 

Метою приведеного дослідження є встанов-

лення меж адекватності сплайново-квадра-

тичної апроксимації статичної механічної 

характеристики асинхронного приводу. Від-

повідно до мети поставлено такі задачі:  

1) вказати переваги прийнятої моделі меха-

нічної характеристики асинхронних двигунів 

загальнопромислового виконання; 2) встано-

вити адекватність сплайново-квадратичної 

моделі механічної характеристики у режимі 

рекуперативного гальмування, гальмування 

противмиканням, електродинамічного галь-

мування; 3) встановити можливість аналіти-

чного дослідження кінематичних характери-

стик кранових механізмів, представлених 

багатомасовими моделями, при використанні 

прийнятої моделі механічної характеристики 

асинхронного привода. 

 
Модель статичної механічної  

характеристики 
 

Велика кількість вантажопідйомних машин 

та механізмів обладнані електричними дви-

гунами «некранового» виконання (загально-

промислові серії АИР, 4А тощо). Основною 

відмінністю таких двигунів від двигунів кра-

нових серій МТК, МТКF, МТКМ, МТКВ, 

МТКН тощо є те, що пусковий та максима-

льний моменти у них є різними. Для вказа-

них серій кранових двигунів максимальний 

момент дорівнює пусковому або незначною 

мірою відрізняється від нього, і у практичних 

розрахунках можна прийняти, що вони рівні 

між собою [3]. Для двигунів серії АИР, 4А та 

інших загальнопромислового виконання 

опис механічної характеристики, як правило, 

проводять із використанням рівняння Клосса 

[1]. Однак це рівняння не враховує важливих 

значень реальних величин крутних моментів 

загальнопромислових двигунів: пускового, 

мінімального та, у меншій мірі, номінально-

го. Як правило, механічна характеристика 

асинхронного двигуна проходить біля вказа-

них точок, які відповідають цим моментам, а 

не через них (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Механічна характеристика асинхрон-

ного двигуна АИР160S2, побудована за 

рівнянням Клосса 

 

На рис. 1 показано механічну характеристику 

асинхронного двигуна та точки, які відпові-

дають каталожним даним на двигун 

АИР160S2 [3, 4]: 1 – точка пускового, 2 – 
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точка мінімального; 3 – точка максимально-

го; 4 – точка номінального моменту; 5 – точ-

ка ідеального неробочого ходу. Наприклад, 

каталожний пусковий момент двигуна більш 

ніж у 2 рази перевищує пусковий, розрахова-

ний за рівнянням Клосса.  

 

Для усунення недоліків рівняння Клосса не-

обхідно прийняти іншу модель статичної ха-

рактеристики асинхронного приводу. Для 

цього використаємо сплайново-квадратичну 

апроксимацію [5]. Спочатку необхідно вста-

новити умови, для яких проводиться апрок-

симація механічної характеристики 
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де пускM , minM , maxM , номM  – пусковий, мі-

німальний, максимальний та номінальний 

моменти двигуна відповідно; 2 3M −  – момент 

на валу двигуна, який відповідає кутовій 

швидкості 2 3−ω ; 2 3−ω  – кутова швидкість 

двигуна у межах 2 3 0 0 кр[0,15 ; (1 )]s−ω ∈ ω ω − ; 

крs  – критичне ковзання двигуна, яке відпо-

відає максимальному моменту двигуна 
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де номs  – номінальне ковзання двигуна 
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); номω  – номінальна кутова 

швидкість двигуна; 0ω  – швидкість ідеаль-

ного неробочого ходу. В умовах (1) кутова 

швидкість 00,15ω  відповідає мінімуму крут-

ного моменту [1]. Крім того, в умови (1) 

включено додаткову умову (четверту у сис-

темі рівнянь), якої немає у довідникових да-

них. Це зроблено для того, щоб здійснити 

побудову механічної характеристики квадра-

тичним сплайном. Для побудови сплайна, 

який апроксимує механічну характеристику 

асинхронного двигуна, необхідно задатись 

порядком сплайна. Для апроксимації механі-

чної характеристики використаємо сплайно-

во-квадратичну функцію. Пояснімо чому: 

справа в тому, що така залежність дає змогу 

у багатьох випадках знаходити аналітичні 

залежності кінематичних та динамічних фу-

нкцій руху механізму, який приводиться у 

рух від асинхронного двигуна. Тому у зага-

льному вигляді апроксимаційну функцію, яка 

описує механічну характеристику, буде 

представлено у такому вигляді 
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де коефіцієнти iA , iB , iC , iD , iE  знаходять-

ся із такого співвідношення 
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Рівнянь у системі (4) – шістнадцять, а неві-

домих коефіцієнтів – п’ятнадцять (по три на 

кожний коефіцієнт iA , iB , iC , iD , iE ). Кіль-

кість рівнянь не відповідає кількості невідо-

мих. Для того щоб система (4) не була неви-

значеною, необхідно зменшити кількість 

рівнянь або збільшити кількість невідомих. 

Збільшимо кількість невідомих: як ще одну 

невідому оберемо момент на валу двигуна 

2 3M −  за кутової швидкості 2 3−ω . Необхідно 

відмітити, що така операція може бути  

обґрунтована із позицій забезпечення глад-

кості сплайн-функції на всьому проміжку 

0[0, ]ω∈ ω . Пояснімо приведене твердження. 

Дійсно, система (5) без десятого рівняння 

встановлює деякі «правила» для кусків 

сплайн-функції. Ці «правила» передбачають 

гладкість сплайн-функції на всьому проміж-

ку 0[0, ]ω∈ ω , за виключенням точки 2 3−ω . 

Десяте рівняння системи (5) встановлює 

«правило» гладкості сплайн-функції у точці 

2 3−ω . Однак при цьому система (5) стає неви-

значеною. Для того щоб її можна було 

розв’язати, необхідно додати ще одну неві-

дому величину, у даному випадку це 2 3M − . 

Іншими словами, необхідно знайти таке зна-

чення 2 3M − , за якого б сплайн-функція у  

точці 2 3−ω  була б гладкою. Запишемо 

розв’язки системи рівнянь (4). 

 

На основі цих розв’язків (4) для відомого 

електричного двигуна побудовано його ме-

ханічну характеристику (рис. 2). На рис. 2 

точка 2* має координати 2 3 2 3[ ; ]M− −ω . Ми 

навмисно виокремлюємо її, оскільки коорди-

нати цієї точки не входять у каталожні дані, а 

знайдені із приведених вище міркувань.  

 

Отже, отримано функцію (3), (5), (6), яка до-

зволяє представити механічну характеристи-

ку асинхронного привода. Дана функція має 

важливу властивість – за її допомогою можна 

отримати аналітичний розв’язок диференціа-

льного рівняння руху механізму, представ-

ленного одномасовою динамічною моделлю, 

із асинхронним приводом. 

 
 

Рис. 2. Механічна характеристика асинхрон-

ного двигуна, отримана шляхом сплай-

ново-квадратичної апроксимації 

 

Інтегрування диференціального рівняння ру-

ху в цьому випадку зводиться до відшуку-

вання розв’язку нелінійного рівняння Рікатті 

[6], який достатньо просто знайти в аналіти-

чному вигляді. 
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Крім того, покажемо ще одну перевагу даної 

моделі статичної механічної характеристики. 

Для цього побудуємо графіки (рис. 3–5), 

отримані при інтегруванні диференціального 

рівняння 

 

,mx W F+ =&&     (7) 

 

де m  – приведена до поступального руху 

маса механізму; x  – узагальнена координата 

механізму; F  – сила, створена приводним 

двигуном; W  – сила опору переміщення ма-

си m , яка у даному дослідженні є незмін-

ною. Точка над символом означає диферен-

ціювання за часом. Рівняння (7) описує 

динаміку руху одномасової динамічної моде-

лі. Такою моделлю можна представити рух 

багатьох вантажопідйомних механізмів. 

 

Графіки на рис. 3–5, показані штриховою 

лінією, побудовані для випадку чисельного 

інтегрування рівняння (7), за умови, що F  

визначається відомим рівнянням Клосса, 

звичайно, із урахуванням кінематичної схеми 

приводного механізму. Графіки, представле-

ні на рис. 3–5 суцільними лініями, знайдені із 

використанням аналітичної залежності 

 

( )2 0 1 2( )( )

2 0 0 1

2

1 1

lg ( ) ( ( ) )

, 1, 2, 3, 4, 5, (8)

jN t t v v

j j

j

j

v х t e х t v
x

N

tv C j

− −
− + −

= +

+ + =

& &

 

де 

2
1 1 0 2

1, 2

2

4

2

N N N N
v

N

− ± −
= ; t – час; 0 jt  – 

момент часу початку j-тої ділянки руху; 1 jC  

– постійна інтегрування для j-тої ділянки ру-

ху, яка визначається із урахуванням кінцевої 

швидкості механізму на (j-1)-й ділянці руху. 

Індекс j «пробігає» значення від 1 до 5, що 

випливає із системи (5). Залежність (8) є 

розв’язком рівняння Рікатті, яке вже згадува-

лось вище. Дане рівняння враховує фактичні 

параметри приводного двигуна, воно відпо-

відає механічній характеристиці, приведеній 

на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 3. Переміщення механізму 

 

 
 

Рис. 4. Швидкість механізму 

 

Як випливає із приведених на рис. 3–5 графі-

ків, рівняння Клосса дає достатньо грубу 

оцінку динаміки руху механізму. Наприклад: 

тривалість розгону при різних моделях меха-

нічної характеристики різняться приблизно у 

три рази, пік прискорення механізму для різ-

них моделей наступає у різний момент часу 

тощо. 

 

 
 

Рис. 5. Прискорення механізму 
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Така груба оцінка при використанні рівняння 

Клосса пов’язана з тим, що воно не враховує 

деяких фактичних даних для двигуна. Мо-

дель (3), (5), (6) враховує ці дані, і тому її  

бажано використовувати для проведення 

аналітичних розрахунків для одномасової 

динамічної моделі різноманітних механізмів. 

Усі виконані розрахунки приведені для випа-

дку, коли constW = , що характерно для ван-

тажопідйомних та транспортувальних ма-

шин. Однак подібні розрахунки можуть бути 

проведені для випадків ~W х& (характерно для 

зернодробарок, генераторів постійного стру-

му із незмінним зовнішнім навантаженням) 

та 2~W х&  (характерно для насосів, вентилято-

рів, гребних гвинтів тощо); при цьому змі-

няться коефіцієнти 1N  та 2N  відповідно. 

 

Дослідимо, чи можливо використати прийня-

ту сплайново-квадратичну модель механічної 

характеристики двигуна для більш складних 

динамічних моделей, наприклад, для моделі, 

зображеної на рис. (6). 

 

 
 

Рис. 6. Двомасова динамічна модель руху 

кранового візка 

 

Динамічна модель, зображена на рис. 6, опи-

сується такою системою диференціальних 

рівнянь [7] 
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де m1 – приведена до поступального руху ма-

са вантажного візка і приводного механізму; 

m2 – маса вантажу із захопним пристроєм; x1, 

х2 – координати центрів мас відповідно візка 

та вантажу; 0Ω  – власна частота коливань 

вантажу відносно нерухомої точки підвісу 

( 2
0

g

l
Ω = ); g – прискорення вільного падіння; 

l – довжина гнучкого підвісу вантажу; F – 

сумарне тягове або гальмівне зусилля, що діє 

на візок; W – сила опору переміщенню візка. 

 

Систему рівнянь (9) можна звести до одного 

рівняння четвертого порядку 
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де Ω  – власна частота коливань вантажу ві-

дносно рухомої точки підвісу (візка) 
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2
2 0 0x x−+Ω >& &&&  та враховуючи вираз (3), мо-

жемо переписати рівняння (10) таким чином 
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де 2v  – швидкість вантажу ( 2 2v x= &); 1K , 2K , 

3K , 4K , 5K , 6K , 7K  – деякі коефіцієнти, які 

знаходяться із таких виразів 
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Рівняння (11) – це нелінійне, кубічне однорі-

дне диференціальне рівняння, розв’язок яко-

го в аналітичному вигляді знайти неможливо. 

Таким чином, для двомасових (у загальному 

випадку для багатомасових) моделей вико-

ристання апроксимаційної моделі (3), (5), (6) 

не дозволяє знаходити кінематичні та дина-

мічні характеристики руху в аналітичному 

вигляді. Однак зберігається важлива перевага 

прийнятої моделі по відношенню до класич-

ного рівняння Клосса – це врахування всіх 

каталожних даних двигуна. 

 

Асинхронний двигун може працювати у всіх 

квадрантах. Для другого квадранта режим 

роботи двигуна є гальмівним. Існує три спо-
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соби електричного гальмування асинхронно-

го двигуна: 1) електродинамічне; 2) рекупе-

ративне; 3) противмикання. Для розрахунку 

перехідного режиму гальмування для вказа-

них режимів використовують відомі вирази 

механічної характеристики [1]. Для вказаних 

режимів відсутні каталожні дані. Тому вико-

ристання сплайново-квадратичної апрокси-

мації механічної характеристики може ви-

явитись ускладненим. Ці складнощі можна 

„обійти” таким чином: необхідно розрахува-

ти координати точок на механічній характе-

ристиці для того чи іншого режиму гальму-

вання за допомогою відомих виразів [1]. 

Надалі проводиться сплайново-квадратична 

апроксимація механічної характеристики. 

Сплайново-квадратична функція підставля-

ється у праву частину рівняння руху динамі-

чної системи і шукається розв’язок отрима-

ного диференціального рівняння. 

 

Висновок 
 

Проведене дослідження дає змогу встанови-

ти межі та доцільність використання сплай-

ново-квадратичної моделі статичної механіч-

ної характеристики асинхронного двигуна із 

короткозамкненим ротором. Пропонована 

модель може бути використана для отриман-

ня аналітичних залежностей кінематичних та 

динамічних характеристик механізмів із при-

водом від асинхронного двигуна у випадку, 

якщо механізм представляється одномасовою 

динамічною моделлю. Використання багато-

масових динамічнх моделей не дозволяє 

отримати аналітичних залежностей кінема-

тичних та динамічних характеристик, однак 

зберігається інша важлива властивість вказа-

ної моделі – врахування всіх каталожних па-

раметрів двигуна. При цьому існує можли-

вість знаходити наближені розв’язки 

диференціальних рівнянь руху механізмів, 

наприклад, чисельними методами. Вказані 

розв’язки будуть більш наближеними до реа-

льних кінематичних функцій, ніж отримані 

при викорисанні рівняння Клосса. Крім того, 

не виникає труднощів у випадку використан-

ня вказаної моделі для аналізу режимів галь-

мування двигуна за умови, якщо відомі вели-

чини крутних моментів двигуна за тієї чи 

іншої його швидкості. 
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