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Наявність в постановці крайової задачі двох різноманітних видів інформаціх – 

аналітичної та геометричної – є серйозною проблемою при створенні методів та 

алгоритмів при розв’язуванні відповідних задач.  

Будь який метод повинен враховувати обидва ці підходи визначення інформації, 

а це потрибує перетворення геометричної інформації в аналітичну (при цьому не всяка 

кодировкв геометричной інформації може застосовуватись). В таких класичних методах, 

як наприклад, розділення змінних, інтегральних перетвореннях, форма областей та 

ділянок їх границь враховуються завдяки відповідному вибору систем координат, у 

методі комфорних відображень – при побудові відображаючих функцій, у варіаційних 

методах – при побудові координатних функцій, у сіткових методах – при складанні 

рівнянь для вузлів, близких до крнауі, інших. Метод  скінченних елементів виник в 

звязку з бажанням як можна більш точно враховувать геометричні форми. Особливо 

актуальна розробка таких методів розв’язку крайових задач, які би мали універсальний 

характер і не вимагали застосовань ( як правило, від математика) знань тонких питань 

теорії. 

Нехай необхідно обчислити критичні частоти та власні хвилі, які 

розпространяються в хвильоводах. У випадку розгляданні електромагнітних хвиль 

вимагається визначити Н-моди, для акустичних хвиль -  розповсюдження крутильних 

коливань в нескінченних стрижнях постійного січення. Крайова задача, яка описує 

розповсюдження хвиль у хвильоводах, може бути задана наступтим чином. Вимагається 

знайти власні числа та власні функції для двовимірного рівняння Гемгольця     
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де    - область, що відображається на рисунку  1. 

 

 

 
Рисунок 1.    - область 
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Розв’язок даної задачі виконувалась за схемою запрпонованою В.В. 

Веретельником з застосуванням структурно-варіаційного метода. В комбінації зі 

структурним методом розглядається варіаційний метод Ритца. Можна показати, що 

оператор крайової задачі (1)-(2) є додатньо визначеним. Це гарантує збіжність 

наближеного за Ритцом [4,5] розв’язку до точного узагальненого. Пошук розв’язку задачі  

(1)-(2) еквівалентнний знаходженню мінімуму 

 функціоналу 
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локальні мінімальні значення якого дорівнюють шуканим власним значеннм [ 2]. 

Функцію   будем відшукувати у вигляді    
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де      r  точно задовільнює граничним умовам і будується згідно структурі, яка 

описується у формі ii = . Функція ),( yx    задає рівняння границі області  :   

:0),( =yx  функція ),( yx  будується за допомогою R-операцій та має вигляд  

 

    )()(),( 4321 ffffyx  = ,          (5)  

  

де −−= 0)1(1 xxf вертікальна; полоса; −−= 0)1(2 yyf горизонтальна; полоса;  

−−= 023 xПf півплощина, П2 – параметр для оперативного вимірування конфігугації 

області;.  −−= 05,03 yf півплощина. 

Так як оператор крайової задачі (1)-(2) самоспряжний, то його власні числа та 

функції будуть дійсними. Тому достатьо будувати функції  ),( yxr  , що належитимуть 

класу дійсних функціям.  

Підставляя (4) та диференцируючи по ic  приходимо до узагальненій задачі на 

власні значення:   

   

0=− BxAx   ,          (6) 

 

 де A та B  -  матриці:  ][ ijaA =  , ][ ijbB = ,  


= da jiij , 


= db jiij  та 

),...,( 21 ncccx = . Так як матриці A і  B   –  симетричні та додатньо визначені, то до 

матриці B  – можна застосувати розкладення Холецкого:  TLLB = ,  де  L  –  трикутна 

матриця. Тоді задачу (6) иожно привести до вигляду )())(( 1 xLxLLAL TTT =−− , тобто до 

звичайної проблеми на власні значення:    

 

yPy = .            (7) 
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  Власні числа при цьому перетворенні зберігаються, а власний вектор  x   

перетворюється в xLy T=   ( TL  визначає матрицю, яка є оберненою до транспонованої 

матриці  L  ). Задачу (7) можна вирішити одним з стандартних методів. Розв’язок зручно 

проводити  у два етапи: спочатку перетворенням Хаусхолдера привести матрицю P  до 

тридіагольного вигляду, а потім знайти власні числа QL  – методом. Якщо треба 

отримативласні функції задачі (7) , то треба виконати обернені перетворення отриманого 

власного вектора тридіагональної матриці.   

 Використання для розв’язання данної крайової задачі програмуючої системи типу  

«ПОЛЕ» передбачає завдвння давдання інформації вихідної інформації про задачу у 

вигляді спеціальних директив [ 1 ]. Директиви відокремлюються одна від одною 

спеціальним розділителем «;» і складаються з ключових слів, допоміжних 

розподілителів, індефікаторів, числової інформації. 

 Деякі директиви, наприклад директиви, наприкдад ті, що задають вигдяд 

рівняння, логістичні формули області, функціональні компоненти та інші мають 

аналітичні вирази, що визначають вихідну інформацію про крайову задачу. Відповідні 

директиви , необхідні для завдання крайової задачі (1)-(2) програмуючої системи 

«ПОЛЕ-3», можна познайомитись  

у відповідній літературі. 
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