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Введение 
 

Известно, что проблема уравновешивания 

сил инерции в вибрационных машинах (сис-

темах) может быть разделена на две основ-

ные задачи: уравновешивание давлений ма-

шины на фундамент и уравновешивание 

давлений в кинематических парах. Умень-

шение передачи давлений на фундамент, в 

частности крановых систем, достигается 

также при использовании виброизоляции. 

Динамические давления в кинематических 

парах, например, вибрационных машин (для 

уплотнения бетонных/строительных смесей) 

уменьшаются по мере приближения их ре-

жима работы к резонансу. В отношении пе-

редачи динамических нагрузок на фундамент 

(по которому двигается грузоподъёмный 

кран) наблюдается обратное явление: чем 

ближе режим работы машины к резонанс-

ному, тем интенсивнее воздействие на опор-

ные конструкции вследствие необходимости 

установки крановой конструкции на упругих 

связях большой жёсткости. При работе на 

зарезонансных режимах на опорные конст-

рукции передаются незначительные динами-

ческие нагрузки, так как режимы вибрации 

грузоподъёмных кранов (их металлоконст-

рукций) зарезонансного типа имеют упругие 

связи малой жёсткости, большой массы  

(самих кранов) и незначительны по своей 

амплитуде. 

 

Таким образом, уравновешивание динамиче-

ских давлений, передаваемых грузоподъём-

ными кранами на фундамент, необходимо 

осуществлять только в резонансных режимах 

их вибрирования. 

 

Для устранения передачи динамических дав-

лений грузоподъёмных кранов на фундамент 

могут быть применены системы уравнове-

шивания с использованием динамических 

гасителей колебаний. 

 

Анализ публикаций 
 

Сущность способа уравновешивания с испо-

льзованием динамического гасителя колеба-

ний в наипростейшем случае (одночастотная 

вибрация) изложена в [1]. Автор [2] исследу-

ет вынужденные колебания при прохожде-

нии через резонанс, а в работах [3–5] описа-

ны критерии оценки режимов движения 

механических систем, которые их совершен-

ствуют в процессах пуска/торможения.  

Результаты перечисленных работ будут ис-

пользованы в настоящем исследовании. 

 

Цель и постановка задачи 
 

Состоит в оптимизации параметров, характе-

ризующих режимы пуска вибрационных сис-

тем уравновешивания грузоподъёмных кра-

нов, использующих динамические гасители 

колебаний, при прохождении через резонанс 

и сводится к следующему: в рамках модели 

грузоподъёмного крана как системы с сосре-

доточенными параметрами методами, разви-

тыми в работах [2–5], определить режим 

движения указанного крана, при котором в 

последнем возникают минимальные по ам-

плитуде (в этом смысле оптимальные) коле-

бания системы, содержащий динамические 

гасители этих колебаний, в процессе прохо-

ждения через резонанс. 

 

Теоретические исследования 

 
Сущность способа уравновешивания с ис-

пользованием динамического гасителя ко-

лебаний состоит в следующем [1]. Если 

имеется некоторая масса т1 (грузоподъём-

ного крана), установленная на фундаменте с 

помощью упругой связи k1, можно подоб-

рать вторую массу m2 с упругой связью k2, 

при установке которой на первую массу  

будут устранены её вынужденные колеба-

ния (рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Принципиальная схема динамическо-

го гасителя колебаний грузоподъёмного 

крана 

 

Дифференциальные уравнения движения та-

кой системы имеют вид [1] 

 

 
( )1 1 1 2 1 2 2 0

2 2 1 1 2 2

sin ;

0 ,

m x k k x k x F t

m x k x k x

 ⋅ + + ⋅ − ⋅ = ⋅ ω⋅


⋅ − ⋅ + ⋅ =

&&

&&
 (1) 

 

где 0F  – амплитуда возмущающей силы с 

круговой частотой ω . 
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Решая эту систему уравнений, получим [1] 

 

( ) ( )

( )

2
1 0 2 22

2 0 22

1
sin ;

1
sin ,

x F k m t

x F k t

 = ⋅ ⋅ − ⋅ω ⋅ ω⋅ ∆ ω

 = ⋅ ⋅ ⋅ ω⋅
 ∆ ω

   (2) 

 

где 2 2 2 2
1 2 1 2 2 2( ) [( ) ( ) ]k k m k m k∆ ω = + − ⋅ω ⋅ − ⋅ω −  

– определитель системы. 
 

При условии 
 

2 22
0

2

k

m
ω = = ω ,                       (3) 

 

то есть в том случае, когда собственная час-

тота колебаний второй массы (при непод-

вижной первой массе 1m ) была равна частоте 

возмущающей силы, получим 

 

1 0x = ;     0
2

2

sin
F

x t
k

= − ⋅ ω⋅ .           (4) 

 

Авторы [1] делают из данного рассмотрения 

вывод о том, что амплитуда колебаний пер-

вой массы будет равна нулю вследствие того, 

что при условии (3) реакция второй массы в 

любой момент времени уравновешивает при-

ложенную к первой массе возмущающую 

силу. 

 

Следует заметить, что в реальной ситуации 

воздействие на массу 1m  – поличастотное 

(вместо 0 sinF t⋅ ω⋅  следует использовать 

( )0F t ); кроме того, при условии 

 

( )
( ) ( )

2

2 2 2
1 2 1 2 2 2

0

0k k m k m k

∆ ω = ⇒

⇒ + − ⋅ω ⋅ − ⋅ω − =
 (5) 

 

колебания крановой системы (массы 1m ) 

становятся значительными (как, впрочем, и 

массы 2m ), а формулы (2) содержат нули в 

знаменателе (в приближении бездиссипатив-

ных колебаний крановой системы и динами-

ческого гасителя ( 2m )), то есть не происхо-

дит гашение нежелательных колебаний 

системы в полном объёме. 

 

Таким образом, если 
*
1,2ω= ω , где 

*
1,2ω  опре-

деляется из условия (5) 

( )

( )

1

2
2 1 2 1 2

1 2

1
2 2*

2 1 2 1 21,2

1 2

1 2

1 2

2

2

m k k m k

m m

m k k m k

m m

k k

m m

 ⋅ + − ⋅
± ⋅ ⋅ 

 
   ⋅ + − ⋅ ω =   −  ⋅ ⋅    ⋅  −  ⋅  

, (6) 

 

тогда в системе «грузоподъёмный кран – ди-

намический гаситель колебаний» возможен 

резонанс, при котором 1,2x  не являются ко-

нечными величинами. 

 

В дальнейшем будем рассматривать более 

общую задачу для указанной системы, мате-

матическая модель которой сводится к сле-

дующей системе обыкновенных дифферен-

циальных уравнений 

 

( ) ( )1 1 1 2 1 2 2

2 2 1 1 2 2

;

0.

m x k k x k x F t

m x k x k x

 ⋅ + + ⋅ − ⋅ =


⋅ − ⋅ + ⋅ =

&&

&&
   (7) 

 

Из второго уравнения (8) можно легко найти 

 

2 2 2 2
1

1

m x k x
x

k

⋅ + ⋅
=

&&
.                   (8) 

 

Подставляя (8) в (7), получим 

 

( ) ( )

( )

1 22
2 2

2 1

2
12

2

1 2 1 2

.

IV k kk
x x

m m

k F tk
x

m m m m

 + 
+ + ⋅ + 
 

⋅
+ ⋅ =

⋅ ⋅

&&

          (9) 

 

(При этом для замены 1x&& через 2x  и её про-

изводные по времени t  следует (7) дважды 

продифференцировать по t ). 
 

Введём обозначения 
 

22
2

2

k

m
= Ω ; 21

1

1

k

m
= Ω ; 22

21

1

k

m
= Ω ; 21

12

2

k

m
= Ω . (10) 

 

Тогда (9) можно переписать следующим об-

разом 
 

( )

( )

2 2 2
2 2 1 21 2

2 2 2
21 2 2 12

1

.

IV
x x

F t
x

m

 + Ω +Ω +Ω ⋅ + 

+Ω ⋅Ω ⋅ = Ω ⋅

&&

            (11) 
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Пусть процесс пуска (разгона) крановой  

системы длится Пt  (то есть за время Пt t=  

крановая система приобретает паспортные 

параметры своего рабочего режима функ-

ционирования (в частности, все характери-

стические движения приобретают стабиль-

ные/паспортные значения)). Тогда качество 

режима пуска определяется критерием 
 

2
1

0

min
Пt

I x dt= ⇒∫ ,                (12) 

 

обеспечивающим минимальные значения 

амплитуд вертикальных колебаний грузо-

подъёмного крана (в процессе его пуска). 
 

Используя (8), критерий (12) можно предста-

вить иначе 
 

( )2
* 2

2 2 2

0

min
Пt

I x x dt= +Ω ⋅ ⇒∫ && .       (13) 

 

Необходимое условие (уравнение Эйлера [4, 

5]), при котором реализуется критерий (13), 

имеет вид 
 

( ) 2 4
2 2 2 2 22 0
IV

x x x+ ⋅Ω ⋅ +Ω ⋅ =&& .           (14) 
 

Выразив из (14) ( )
2

IV
x , подставляем его в (11). 

Тогда получим 
 

( )

( )
( )

2 2 2
2 21 2

2 22 2 2
1 21 2

2
12

2 2 2
1 1 21 2

.

x x

F t

m

Ω ⋅ Ω −Ω
+ ⋅ =

 Ω +Ω −Ω 

Ω
= ⋅

Ω +Ω −Ω

&&

               (15) 

 

Введём обозначения 

 

( )2 2 2
2 21 2 2

02 2 2
1 21 2

2
12

2 2 2
1 21 2

2
*1

2 2 2
1 21 2

;

;

.

 Ω ⋅ Ω −Ω
 = ω
  Ω +Ω −Ω 

 Ω
= β

 Ω +Ω −Ω 


Ω = β Ω +Ω −Ω 

           (16) 

 

Тогда (15), с учётом (16), можно представить 

следующим образом 
 

( ) ( )*
2

2 0 2

1 2

F t F t
x x

m m

β⋅ β ⋅
+ ω ⋅ = =&& .        (17) 

Введём в уравнение движения массы 2m  (17) 

затухание, пропорциональное скорости дви-

жения динамического гасителя 2x&, тогда (17) 

примет вид 

 

( )*
2

2 0 2 0 2

2

F t
x x x

m

β ⋅
+ γ ⋅ω ⋅ +ω ⋅ =&& & ,     (18) 

 

где γ  – коэффициент демпфирования коле-

баний (указанного динамического гасителя 

колебаний). 

 

Для определения решения (18) – смещений 

динамического гасителя колебаний ( )2x t  

имеем формулу [1, 2] 
 

( )

( ) ( )

( )

*

2

0 2

0

0
0

1

sin

exp
2

t

x t
m

F t

d
t

⋅β
= ×

ω ⋅

 τ ⋅ ω ⋅ − τ ×  
× τγ ⋅ω  × − ⋅ − τ    

∫
,(19) 

 

где τ  – переменная интегрирования. 
 

Зная ( )F τ  – закон изменения во времени 

внешнего силового воздействия на систему 

«грузоподъёмный кран – динамический гаси-

тель колебаний», все механические характе-

ристики её ( 1,2m , 0ω , γ , *β ), легко находим 

( )2x t  из (19), а потом, по соотношению (8), 

находим и ( )1x t , удовлетворяющий крите-

рию (12) и (13). 
 

Рассмотрим далее детально процесс пуска 

грузоподъёмного крана. 
 

В этом процессе крановая система может 

быть рассмотрена как вибрационная систе-

ма/машина зарезонансного типа. 
 

Известно [1], что для зарезонансных вибро-

машин вопрос пуска связан в основном с 

проходом через резонанс. При рассмотрении 

вынужденных колебаний установлены ос-

новные закономерности переходных процес-

сов любых механических систем. Было также 

установлено, что при совпадении частоты 

возмущающей силы с частотой собственных 

колебаний (резонанс) амплитуда вынужден-

ных колебаний резко возрастает. Однако по-

добные рассуждения относятся лишь к уста-

новившимся колебаниям. 
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Проектировщиков крановых систем интере-

сует значение максимальных амплитуд в 

случае, если частота возмущающей силы, 

изменяясь со временем, проходит через ре-

зонансные значения, что имеет место при 

пуске машины, при остановке её и при пере-

ходе с режима на режим. Возникающие при 

этом колебания системы существенно отли-

чаются от установившихся колебаний. При 

переходе через резонанс наблюдаются сле-

дующие явления: 

 

1. Максимум амплитуды имеет место не в 

момент совпадения частот собственных и 

вынужденных колебаний, а несколько позже. 

 

2. Максимальная амплитуда меньше, чем ре-

зонансная амплитуда установившихся коле-

баний. 

 

3. Смещение и снижение максимума ампли-

туды тем больше, чем быстрее изменяется 

частота возмущающей силы. 

 

4. Если сопротивления в системе невелики и 

переход через резонанс происходит доста-

точно быстро, то амплитуда колебаний после 

первого максимума не убывает монотонно, а 

имеет несколько максимумов меньшей вели-

чины, так что колебания носят характер  

биений. 

 

При переходе через резонанс размахи коле-

баний могут значительно превосходить ко-

лебания при рабочем режиме, что весьма 

вредно отражается на прочности деталей 

крана. Поэтому при проектировании и экс-

плуатации кранов приходится вычислять со-

ответствующие амплитуды колебаний. 

 

Определим значение амплитуд при проходе 

через резонанс. Возмущающую силу, частота 

которой нарастает равномерно, можно пред-

ставить уравнением 
 

( ) ( )2
0 cosF t F h t= ⋅ ⋅ + ϕ ,              (20) 

 

где ϕ  – начальная фаза возмущающей силы. 

 

Мгновенное значение частоты (круговой) 
 

( )2 2
d

h t h t
dt

ω= ⋅ + ϕ = ⋅ ⋅ .             (21) 

 

Коэффициент h  пропорционален скорости и 

равен 

1

2

d
h

dt

ω
= ⋅ .                        (22) 

 

Для определения смещений при таком законе 

изменения возмущающей силы и при нали-

чии затухания, пропорционального скорости, 

можно применить формулу (19).  

 

Эта зависимость представляет собой частное 

решение уравнения движения системы с за-

туханием, пропорциональным скорости (18), 

с правой частью, определяемой соотношени-

ем (20), и нулевыми начальными условиями. 

 

 Подставляя выражение возмущающей силы 

(20) в формулу (21) и вычисляя интеграл, 

можно изучить характер движения по (19) 

при переменной частоте возмущающей силы. 

 

Однако вычисление такого интеграла являет-

ся крайне сложным, так как подынтегральная 

функция многократно меняет свой знак 

внутри интервала интегрирования. Поэтому 

решение задачи таким путём практически не 

представляется возможным. 

 

В связи с этим в работе [2] предложены при-

ближённые формулы, позволяющие опреде-

лить как частоту возмущающей силы, при 

которой достигаются максимальные ампли-

туды, так и величину этих амплитуд. 

 

На рис. 2 показано изменение амплитуды 

колебания крановой системы по мере роста 

частоты возмущающей силы при наличии 

затухания, характеризуемого коэффициентом 

демпфирования 0,05γ = .  

 

 
 

Рис. 2. Зависимость коэффициента усиления 

λ  от отношения мгновенной частоты 

2 h tω= ⋅ ⋅  возмущающей силы к частоте 

собственных колебаний 0ω  при разных 

скоростях нарастания частоты возму-

щающей силы крановой системы 
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По горизонтали отложено отношение мгно-

венной частоты возмущающей силы 

2 h tω= ⋅ ⋅  к частоте собственных колебаний 

крановой системы 0ω , по вертикали – отно-

шение амплитуды колебаний к равновесной 

амплитуде, то есть коэффициент усиления 

λ . Графики построены для разных скоростей 

нарастания частоты возмущающей силы, ха-

рактеризуемых числом периодов собствен-

ных колебаний крановой системы q , про-

шедших от начала нагружения до момента 

достижения резонанса 

 
2
0

4
q

h

ω
=

⋅π⋅
.                        (23) 

 

Характер кривых подтверждает, что чем с 

большей скоростью возрастает ,ω  тем мень-

ше ,q  и наоборот. 

 

При q = ∞  имеет место установившийся  

резонансный режим в крановой системе. Мак-

симум амплитуды достигается при ω  несколь-

ко большей, чем 0.ω  Величина максимальной 

амплитуды тем меньше, чем меньше ,q  то есть 

чем больше скорость прохода через резонанс. 

 

Согласно формулам работы [2] при не очень 

большом затухании мгновенное значение 

частоты возмущающей силы, при которой 

достигается максимум амплитуды колеба-

ний, равно 

 

( )

1 0

2

1 3
1

41 0,14 2 qq

ω = ω ×

 
 × ± ⋅ ⋅+ ⋅ γ ⋅ ⋅ π ⋅  

,  (24) 

 

где γ  – коэффициент демпфирования. 

 

Максимальная амплитуда maxA  равна 

 

max 0

2

1

2 1

0

2
2

2

1

1
2 1

2

1

2

A A

f

q

f

q

= ×

 
 
 ± +
  ω

+ γ ⋅ +  × ⋅π ⋅ ω   

+
+ γ

⋅π ⋅

, (25) 

где 0
0

F
A

k
= ; 2

2 0k m= ⋅ω ; ( 0A  – равновесная 

амплитуда колебаний); 1f  и 2f  – коэффици-

енты, зависящие от отношения 
21

2 q

γ

+ γ
⋅π ⋅

, 

значение которых может быть определено из 

табл. 1. 
 

Таблица 1 Значения коэффициентов f1 и f2 (25) в  

зависимости от отношения 
21

2 q

γ

+ γ
⋅π ⋅

 

 

21

2 q

γ

+ γ
⋅π ⋅

 
1f  2f  

0 1,45 0 

0,1 1,33 0,10 

0,2 1,23 0,22 

0,3 1,13 0,30 

0,4 1,05 0,40 

0,5 0,95 0,50 

0,6 0,87 0,58 

0,7 0,77 0,65 

0,8 0,65 0,75 

0,9 0,45 0,87 

1,0 0 1,00 

 

В формулах (24) и (25) знак плюс ставится 

перед вторым членом правой части при воз-

растании частоты возмущающей крановую 

систему силы, знак минус – при убывании. 

 

Рассмотрим далее принципиальные схемы 

уравновешивания вибраций крановых систем 

с использованием динамических гасителей 

колебаний. 

 

Принципиальная схема успокоения горизон-

тальных колебаний крановой системы при-

ведена на рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. Установка с успокоением горизонталь-

ных колебаний грузоподъёмного крана  
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Динамическими гасителями колебаний гру-

зоподъёмного крана являются две массы с 

упругими связями. При соблюдении условия 

(3) реакция динамических гасителей колеба-

ний на раму крана будет равна и противопо-

ложно направлена возмущающей силе, соз-

даваемой источником вибрации крановой 

системы. Однако вследствие того, что эти 

силы направлены не в одной, а в параллель-

ных плоскостях, будут уравновешиваться 

лишь горизонтальные составляющие усилий 

и останется неуравновешенным момент от 

вертикальных составляющих этих усилий. 

Поэтому такая система уравновешивания 

устраняет лишь горизонтальные колебания 

(уравновешивающей) рамы крана. Верти-

кальные колебания изолируются с помощью 

амортизирующих упругих связей. 

 

Полное устранение колебаний крановой сис-

темы с помощью динамических гасителей 

колебаний достигается при уравновешивании 

по принципиальной схеме, приведенной на 

рис. 4.  

 

 
 

Рис. 4. Установка с полным успокоением ко-

лебаний грузоподъёмного крана 
 

Поскольку в этом случае возмущающая сила 

проходит строго посередине между силами 

реакции, создаваемыми динамическими га-

сителями колебаний, и параллельно им на-

правлена, достигается их полное уравнове-

шивание. 
 

Следует отметить, что применение динами-

ческих гасителей по схемам (рис. 3 и 4) всё 

же делает крановую систему (её основную 

платформу/несущую раму конструкции) бо-

лее громоздкой и тяжёлой, зато позволяет 

устранить крайне нежелательные колебания 

крана в вертикальной и горизонтальной 

плоскостях, которые могут привести, в ко-

нечном итоге, к потере устойчивости несу-

щей конструкции крана. 

Выводы 
 

1. Проведена динамическая оптимизация ре-

жимов пуска вибрационных систем уравно-

вешивания грузоподъёмных кранов, исполь-

зующих динамические гасители колебаний, 

при проходе (крановой конструкции) через 

резонанс. 
 

2. Предложены принципиальные схемы, по-

зволяющие полностью исключить колебания 

платформы крана в горизонтальном и верти-

кальном направлениях, а значит существенно 

повысить устойчивость крановой системы в 

целом. 
 

3. Полученные в работе результаты могут в 

дальнейшем служить для уточнения и усо-

вершенствования существующих инженер-

ных методов расчёта динамических гасите-

лей колебаний крановых систем как на 

стадии их проектирования/конструирования, 

так и в режимах реальной эксплуатации. 
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