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Введение 
 
В теории графов известны задачи поиска не-
зависимых множеств вершин и ребер, а 
именно, множеств несмежных ребер и вер-
шин. Обычно для задачи поиска реберного 
покрытия существует эффективный алгоритм 
решения, а задача поиска вершинного по-
крытия, в общем случае, является трудно 
решаемой. 
 
Рассмотренная в работе задача поиска 
наибольшего звездного покрытия двудольно-

го графа (НЗП) относится к классу задач по-
иска реберных покрытий графа. В статье по-
казано, что эта задача эффективно решается 

4( )O n  нормализационным методом. Для 
начала поясним, что звезда это дерево еди-
ничной высоты, его корень называется вер-
шиной, а число его листьев определяет сте-
пень звезды h . Наибольшее звездное покры-
тие графа (НЗП) - это покрытие наибольшего 
числа вершин графа деревьями заданной 
степени. Теперь рассмотрим связь звездных 
покрытий с классическими задачами поиска 
реберных покрытий. 
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Независимое множество ребер обычно назы-
вают паросочетанием. Его поиск эффективно 
осуществляется при помощи различных мо-
дификаций метода поиска максимального 
потока. Множество прикладных задач рас-
пределения работ и ресурсов в системах, 
представленных множеством независимых 
объектов сводится к поиску паросочетаний 
[1]. Следует отметить, что поиск паросочета-
ния эквивалентен поиску покрытия графа 
звездами первой степени. Следовательно, 
задача поиска независимого множества ребер 
– это вырожденный случай задачи поиска 
НЗП. Таким образом, звездные покрытия 
обобщают класс задач, сводимых к поиску 
паросочетаний. А именно: задача о назначе-
ниях (ЗН) и задача о назначениях на узкое 
место, поиска системы различных предста-
вителей (трансвенсаль), поиска цепи и анти-
цепи, поиска наименьшего вершинного по-
крытия двудольных графов. Теория паросо-
четаний достаточно хорошо исследована и 
представлена множеством книг и работ. 
Огромный вклад в развитие теории паросо-
четаний внесли такие всемирно известные 
ученые как: Кёниг Д. (Kernig D.), Эгервари 
Э. (Egerváry E), Кун Харольд. (Kuhn H.), Татт 
Уильям. (Tutte W.T.), Бёрж Клауд. (Berge C.), 
Форд Л. (Ford L. R.), Фалкерсон Д. (Fulkerson 
D.R.), Рабин М. (Rabin M. O.) и Вазирани В. 
(Vazirani V. V.), Эдмондс Джек (Edmonds J.) 
и д.р. 
 
Необходимо отметить, что научный интерес 
представляет случай поиска покрытия графа 
звездами, степень которых больше единицы. 
Поскольку эту задачу при 1h   невозможно 
непосредственно решить методом поиска 
потока [2], т.к. степень звезды означает раз-
множение потока в вершине графа сети. За-
кон сохранения потока соблюдается только в 
задаче поиска звездного покрытия первой 
степени. Важно отметить что, классические 
потоки обобщают паросочетания, но не 
обобщают звездные покрытия. 
 
Следует сказать, что задача поиска НЗП эк-
вивалентна транспортной задаче, в которой 
степени звезд определяют потребности по-
требителей, а ресурсы всех поставщиков 
считаются равными единице. 
 
Прикладной интерпретацией звезды является 
производительность машины в единицах об-
рабатываемого ресурса. В работе [3] отмече-
но, что задача поиска покрытия звездами 

разной степени (машин различной произво-
дительности) сводится к задаче поиска НЗП 
(звездами одинаковой степени). Необходимо 
также отметить, что математическая модель 
задачи поиска НЗП характеризуется типиза-
цией звезд по степени. Например, в задаче 
покрытия графа звездами разной степени - 
каждой звезде соответствует машина опре-
деленной производительности. Следователь-
но, звездные покрытия развивают теорию 
моделей систем, представленных независи-
мыми машинами различной производитель-
ности. 
 
Следует отметить, что каждая звезда покры-
тия при 1h  представляет собой «зависи-
мое» множество ребер, т.к. все ребра звезды 
имеют одну общую вершину. Тем не менее, 
все звезды покрытия независимы по отноше-
нию друг к другу, поскольку не имеют об-
щих вершин. Важно отметить, что задача та-
кого вида в дискретной математике пока 
строго не классифицирована. 
 
Задача поиска регулярного подграфа также 
может быть сведена к поиску звездного по-
крытия, поскольку множество ребер звезды 
зависимо. Регулярный граф с вершинами 
степени k называют также k-фактором. В 
этом смысле регулярный граф первой степе-
ни – это паросочетание, второй – это цикл, и 
т.п. Метод ветвей и границ поиска гамильто-
нова цикла может быть основан на поиске 2-
фактора, поскольку фактор определяет ниж-
нюю границу веса гамильтонова цикла. В 
этой связи заслуживает внимания теорема 
Нэша-Вильямса, которая связывает суще-
ствование гамильтонова цикла с наличием k-
фактора у графа с 2k+1 вершинами. Регуляр-
ные графы также определяют реберную рас-
краску графа, т.к. определение раскраски эк-
вивалентно разложению графа на k непере-
секающиеся паросочетаний. Данное разло-
жение для двудольных графов отражено в 
теореме Кенига. Связь k-факторов и дважды 
стохастических матриц прослеживается в 
теореме Биркгофа. 
 
Таким образом, исследование звездных по-
крытий представляет огромный научный и 
практический интерес. Они обобщают целые 
классы естественнонаучных задач теории 
графов, теории множеств и дискретной ма-
тематики.  Множество прикладных задач оп-
тимизации функционирования систем, пред-
ставленных независимыми машинами раз-
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личной производительности может быть све-
дено к математической модели задачи поиска 
НЗП. 
 
Данная статья является продолжением цикла 
публикаций, в которых рассматривается ме-
тод решения оптимизационной задачи поис-
ка наибольшего звездного покрытия (НЗП) 
двудольного графа и ряда задач, сводимых 
поиску НЗП [1]. Следует сказать, что в рабо-
те [3] представлена общая схема метода по-
иска НЗП и приведены ключевые теоремы – 
теоремы запрещений, нормализации и лемма 
останова. По названию основной теоремы 
метод поиска звездного покрытия был назван 
нормализационным. Следует отметить, что в 
сети есть публикации, в которых задача по-
иска НЗП ошибочно относится к классу NP. 
Поэтому основная цель настоящей статьи – 
привести доказательство теорем запрещения 
и нормализации. Наличие доказанных теорем 
дает право считать нормализационный алго-
ритм корректным и полиномиальным. Дру-
гая задача публикации – дать максимально 
простое объяснение работы этого алгоритма 
на примере решения задачи малой размерно-
сти. Т.е. изложить принципы работы алго-
ритма на уровне ручного счета. 
 
Перейдем к рассмотрению, задачи поиска 
покрытия взвешенного двудольного графа 

1 2( , , )G V V E  звездами одинаковой степени. 
 

Математическая модель задачи поиска 
НЗП 

 
h -звезда – это связный двудольный граф 

1,hG , одна из долей которого имеет степень 
равную h  и называется вершиной звезды, а 
каждая из вершин другой доли – единичную 
степень. Звезду можно также рассматривать 
как дерево, у которого количества ребер и 
листьев равны степени звезды. В графе 

1 2( , , )G V V E  вершины 1V  - это вершины звезд, 
а 2V  - листья. Звездным покрытием (ЗП) 
графа назовем множество hE E  ребер гра-
фа, инцидентных звездам, степень которых 
не превосходит h . Вес звездного покрытия 
определяется как сумма весов всех его ребер. 
 
 ( ) ( )

h
h

e E
w E w e



   (1) 

 
Наибольшим h -звездным покрытием(НЗП) 

графа назовем h -звездное покрытие '
hE E  

максимальной мощности, т.е. для любого 
' ',h h hE E E . НЗП, покрывающее все вер-

шины графа назовем совершенным ЗП *
hE . 

Множество всех возможных наибольших h -
звездных покрытий графа обозначим 'all

hE . 
В рассматриваемой задаче первой доли ис-
ходного графа соответствуют вершины звезд, 
а вершины второй доли – это листья звезд. 
Для удобства будем считать, что количества 
вершин второй 2V  и первой доли 1V  кратны 
степени звезды, т.е.  
 
 2 1V V , 2 1V h V  , h N . (2) 
 
Выполнение этого условия всегда можно 
обеспечить путем добавления недостающего 
количества фиктивных вершин и ребер. 
Пусть оптимальным считается звездное по-
крытие сумма весов ребер которого мини-
мальна.  
 

    ' '

* 'min
all

h h
h h

E E
w E w E


     (3) 

 
Это функционал задачи поиска в двудольном 
графе НЗП минимального веса. 
 
Нужно отметить, что прикладной интерпре-
тацией звезды может быть машина (автомо-
биль, станок, процессор). Например, степень 
звезды может означать число посадочных 
мест (задач, процессов и т.п.). Поэтому зада-
ча поиска НЗП находит множество практиче-
ских приложений. А именно, в транспортной 
логистике, задачах распределения: работ, 
задач, ресурсов и т.п. 
 
Необходимо также отметить, что математи-
ческая модель задачи поиска характеризуется 
типизацией звезд или вершин первой доли по 
мощности. Например, в задаче покрытия 
графа звездами разной степени - каждой 
звезде соответствует определенный тип ма-
шины [2,3]. Следовательно, звездные покры-
тия развивают теорию моделей систем, пред-
ставленных параллельно функционирующи-
ми объектами различной производительно-
сти. 
 
Теперь рассмотрим постановку прикладной 
оптимизационной задачи поиска НЗП. 
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Практическая задача 
 
Автопредприятию для организации перевоз-
ки пассажиров по пяти международным 
маршрутам необходимо назначить пары во-
дителей автобусов. Для каждого водителя 
известна требуемая заработная плата за вы-
полнение каждого рейса. Цель руководства - 
назначить наибольшее число водителей на 
маршруты и минимизировать затраты пред-
приятия по заработной плате. 
 
Исходные данные задачи представлены мат-
рицей двудольного графа   размера (5х10), в 
которой строки I означают автобусы, а 
столбцы J представляют водителей. Элемент 
матрицы означает зарплату соответствующе-
го водителя за рейс. Ребра оптимального 
НЗП {(1,5), (1,9), (2,3), (2,10), (3,6), (3,7), 
(4,2), (4,4), (5,1), (5,8)} выделены зеленым, их 
нам предстоит найти. 
 

I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 29 38 48 39 23 21 21 27 17 41 

2 46 19 7 49 30 34 22 37 23 14 

3 40 23 38 32 24 8 12 37 9 37 

4 14 17 31 26 27 16 28 36 19 33 

5 10 20 24 45 32 27 17 21 37 39 
 

Рис. 1. Исходная матрица   
 
Вот двудольный граф задачи, в котором вы-
делены ребра оптимального НЗП. 

 
 

Рис. 2. Двудольный граф задачи. 
 

Замечания 
1. Единственному решению в матрице дан-
ной задачи соответствует: по два элемента 
(пара водителей) в каждой строке и по одно-
му в каждом столбце. 
2. Если водитель не может выполнить рейс, 
то ему назначается бесконечная зарплата. В 
программе такой зарплате соответствует 
большое число. 
3. Выполнение второго пункта означает, что 
граф задачи всегда будет полным, и поэтому 
его НЗП является совершенным. Однако, 
данное совершенное покрытие может содер-
жать фиктивные ребра большого (бесконеч-
ного) веса. В исходной задаче, такое покры-
тие не будет совершенным. Следовательно, 
могут существовать оптимальные решения, в 
которых не все водители назначены на рей-
сы. Т.е. возможны пустые рейсы или рейсы с 
одним водителем. 
4. Каждое оптимальное назначение (НЗП) 
состоит из наибольшего числа водителей, т.к. 
содержит минимальное число тяжелых фик-
тивных ребер. 
5. Если оптимальное покрытие не является 
совершенным в исходном графе, то в неко-
торой мере теряется цель оптимизации, по-
скольку, автобусы с одним водителем при 
длительных маршрутах потенциально опас-
ны для пассажиров.  
6. Требование полноты звезд оптимального 
НЗП, делает задачу NP-полной [2]. Полнота 
звезд означает, что предприятию необходимо 
перевести наибольшее число пассажиров 
минимальным числом автобусов. Этому слу-
чаю соответствует один из видов другой 
сложной задачи, которая называется задача о 
покрытии множеств (у Гери и Джонсона ТП-
3). 
7. Может показаться, что эта задача поиска 
НЗП похожа на задачу о назначениях. Это 
впечатление глубоко ошибочно. Модель 
данной задачи существенно сложнее ЗН [4]. 
Матрица задачи поиска НЗП прямоугольная 
размера (n,n*h), а у ЗН квадратная. Модель 
НЗП-задачи более точная т.к. в ней есть 
оценка каждого отдельного водителя, а в ЗН 
– целой пары. Если просуммировать зарпла-
ты всевозможных сочетаний пар водителей, а 
затем представить сочетания пар в виде мат-
рицы - получится ЗН. Проблема в том, что 
эта матрица будет экспоненциального разме-
ра. 
 
Перейдем к рассмотрению метода решения 
этой задачи. 
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Нормализационный метод 
 
Нормализация - процедура уменьшения ве-
сов ребер графа не принадлежащих опти-
мальному НЗП. Поскольку выполняется ми-
нимизация - эти ребра называются тяжелы-
ми. 
 
Пусть, линия – означает строку или столбец 
матрицы смежности графа. 
 
В ходе работы алгоритма полиномиальное 
число раз выполняется процедура нормали-
зации, в которой вычисляется разность пары 
линий матрицы смежности графа. Уменьша-
емая линия называется клиентской, а вычита-
емая – серверной. В программе линия пред-
ставлена одномерным массивом или векто-
ром, в математике линия является мультим-
ножеством, т.к. может содержать повторяю-
щиеся элементы. Разность линий названа 
мультимножеством линейных пар (МЛП). 
Каждую Линейную пару (ЛП) мультимноже-
ства образуют три поля: элемент клиентской 
строки и элемент серверной строки и индекс 
столбца линии этих элементов в матрице. 
Вес ЛП – это разность клиентского и сервер-
ного значений. 
 

Равенство линий 
 
Линии называются линейно равными или эк-
вивалентными, если равны веса всех линей-
ных пар мультимножества этих линий. Ли-
нейно равные линии образуют класс эквива-
лентности, его определяет множество индек-
сов эквивалентных линий матрицы смежно-
сти графа [3,4]. Мощность класса эквива-
лентности серверной линии S  и степень 
звезды h - определяют грань МЛП, которая 
называется нормализатор. Процедура норма-
лизации уменьшает клиентские значения ЛП 
вес которых больше нормализатора. Указан-
ные клиентские значения - это тяжелые реб-
ра графа, которые не могут формировать оп-
тимальное НЗП. После нормализации все 
максимальные элементы МЛП будут равны 
весу нормализатора. 
 
Необходимо отметить, что в процессе нор-
мализации образуются эквивалентные линии, 
т.к. выравниваются веса линейных пар. Сле-
довательно, в ходе работы алгоритма проис-
ходит объединение классов эквивалентных 
линий. Когда все линии становятся эквива-
лентными работа алгоритма заканчивается 

(см. лемму останова [3,4]). 
 
Рассмотрим линейное равенство на примере 
некоторой эквивалентной подматрицы L(3,6) 
матрицы смежности двудольного графа 
 1 2, ,G V V E , 2 6V  . 

 
0 8 5 9 6 7 5 
-2 10 7 11 8 9 7 
4 4 1 5 2 3 1 

 
Рис. 3. Подматрица L(3,6) 

 
В левом столбце указаны линейные коэффи-
циенты, при вычитании которых из элемен-
тов первой строки можно вычислить элемен-
ты всех эквивалентных строк. Нужно отме-
тить, что в программной реализации алго-
ритма рационально хранить только одну 
строку, множество индексов ее эквивалент-
ных линий и множество линейных коэффи-
циентов. 
 
Замечание: Мощность класса эквивалентно-
сти отдельной линии равна единице. 
 
Нейтрализация эквивалентных линий – при-
ведение подматрицы эквивалентных линий к 
нулевой форме. Она осуществляется в два 
этапа: первый – вычитание любой равной 
строки из всех строк матрицы графа, и вто-
рой - вычитание из матрицы произвольного 
столбца. Нейтрализация изменяет вес опти-
мального НЗП, но не изменяет множество его 
ребер. 
 
Нейтральная матрица L0(3,5) матрицы L(3,5), 
L[i,j] = -(V[i]+U[j]): 
 

V\U -4 -1 -5 -2 -3 -1 
-4 0 0 0 0 0 0 
-6 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

 
Рис. 4. Нейтральная матрица L0(3,5) 

 
Следует отметить, что коэффициенты V[i] и 
U[j] в разделе исследование операций назы-
вают потенциалами. Вспомним, например, 
широко известный метод потенциалов реше-
ния транспортной задачи или венгерский ал-
горитм решения ЗН. 
 
Если все линии равны, то матрица смежно-
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сти двудольного графа эквивалентна нулевой 
матрице. Вес любого оптимального НЗП 
нейтральной матрицы можно определить, как 
 

 *
h i j

i I j J
w E U h V

 

 
    

  
  . 

 
Нормализация недопустимых ребер при 

помощи МЛП 
 
МЛП используется для проверки совмести-
мости пар ребер, которые связывают задан-
ное подмножество вершин одной доли со 
всеми вершинами другой доли графа. Оче-
видно, чтобы построить НЗП меньшего веса 
следует минимизировать веса парных соче-
таний его ребер. 
Рассмотрим пример МЛП csL  клиентской 
строки c  и серверной строки s  матрицы 
смежности некоторого двудольного графа 

3,6G , 2h  . 
 

J 1 2 3 4 5 6 

c  3 8 15 8 5 7 

s  8 5 9 6 7 5 
cs

c sL     -5 3 6 2 -2 2 
 
Рис. 5. МЛП строки c  и серверной строки s  

матрицы   
 
Для определения допустимых пар ребер НЗП  
используется следующая лемма. 
 

Лемма о допустимой паре ребер МЛП 
 
Допустимую пару для ребра ca  клиентской 
линии csL  формируют ребра sb ,b a  сер-
верной линии у которых cs cs

b aL L , a J ,
b J . 
Т.к: cs cs

b aL L  cb sb ca sa     

cb sa ca sb       
 
Ребра, у которых cs cs

b aL L  формируют экви-
валентные пары. Следовательно, для ребра 

[ ,4]c =8 допустимую пару могут составить 

ребра линии s , ЛП которых 4
cs cs
jL L  т.е. 

2cs
jL  . Поэтому ребра [ ,4]c =8 и [ ,5]s =7 

являются не совместимыми т.к. вершины ( c ,
s ) и вершины (4, 5) можно соединить парой 

ребер меньшего веса: [ ,5]c =5 и [ ,4]s =6. 
Следует отметить, что ребра данных пар 
формируют замкнутую чередующуюся цепь 
{(c,4),(4,s),(s,5),(5,c)}, четные ребра которой 
определяют выигрышную пару. Величину 
выигрыша можно также определить как рас-
стояние между линейными парами: 

3,4 4 5
cs csd L L  =2– (–2)=4. 

 
Обратите внимание, что для клиентского ре-
бра [ ,3]c =15, которому соответствуют мак-

симальная ЛП 3 6csL  , вообще, не существу-
ет допустимой пары в серверной линии s
(т.к. 3

cs cs
jL L , cs

jL  , j   ). Поэтому, это 
ребро не может входить в оптимальное НЗП 
и его можно удалить из графа. Недопусти-
мые ребра также называются тяжелыми. 
 
Ребро [ ,2]c =8, которому соответствует вто-
рая максимальная ЛП 2 3csL   также можно 
удалить из графа. Т.к. для него есть только 
одно допустимое ребро [ ,3]s =9 в серверной 
линии s , а необходимо – два (т.к. граф 3,6G  
нужно покрыть звездами второй степени). 
Очевидно, что верхняя граница веса недопу-
стимого ребра – это бесконечность. Возника-
ет вопрос – какова нижняя граница веса не-
допустимого ребра, которая гарантирует со-
хранение веса оптимального НЗП в исходном 
графе? 
 
Прежде чем дать ответ на этот вопрос, пере-
числим ряд важных моментов, которые сле-
дует учитывать при вычислении нижней гра-
ницы веса недопустимых ребер. 
 
Во-первых, назначение тяжелым ребрам но-
вого меньшего веса, не должно допускать их 
удаление с помощью данного МЛП. Н-р, ес-
ли ребру [ ,3]c  назначить вес 13, то оно сно-
ва образует максимальную ЛП в данном 
мультимножестве и значит станет недопу-
стимым. Эту идею можно использовать для 
доказательства теоремы нормализации. 
 
Во-вторых, уменьшение веса тяжелых ребер 
должно означать допустимость этих ребер 
для формирования ЗП. Т.е. для каждого нор-
мализованного ребра должно быть достаточ-
ное число ребер в серверной линии для фор-
мирования, совершенного ЗП. 
 
И в-третьих – после назначения тяжелым ре-
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брам меньшего веса, они должны формиро-
вать в МЛП максимальные линейные пары, в 
противном случае может уменьшится вес 
оптимального ЗП в заданном графе. 
 
На основании вышесказанного можно сде-
лать важный вывод – недопустимые в дан-
ном МЛП ребра [ ,3]c =15 и [ ,2]c =8 долж-
ны формировать ЛП равные третьей по вели-
чине паре мультимножества (т.е. 4 6 2cs csL L 
). Эта линейная пара называется нормализа-
тором. Следовательно, веса ребер должны 
равняться: [ ,2]c =7 и [ ,3]c =11. 
МЛП вершин c и s примет вид. 
 

J 1 2 3 4 5 6 

c  3 7 11 8 5 7 

s  8 5 9 6 7 5 
cs

c sL     -5 2 2 2 -2 2 
 

Рис. 6. МЛП после нормализации 
 
Обратите внимание, что отрицательные эле-
менты мультимножества являются двумя 
максимальными в МЛП разности строк s  и 
c . После уменьшения весов ребер строки s  
их значения будут равны: [ ,1]s =1 и [ ,5]s
=3, и, значит, МЛП будет формировать две 
линейно равные или эквивалентные строки. 
Теперь мы наглядно убедились, что в ходе 
нормализации образуются эквивалентные 
линии. Однако, в этом примере нам сразу 
удалось сформировать две эквивалентные 
линии, потому что мы рассмотрели малый 
граф. Для произвольного графа большой 
размерности, рассмотренная нормализация 
недостаточна для построения эквивалентных 
линий, поскольку для этого нужно умень-
шать веса большего числа ребер. Теперь 
пришло время дать ответы на ряд взаимосвя-
занных вопросов: 
1. Зачем, вообще, нужно строить эквива-
лентные линии? 
2. Можно ли нормализовать веса более h  
ребер в МЛП клиентской строки матрицы 
графа? 
3. Можно ли строить МЛП столбцов и 
уменьшать на их основе веса ребер? 
Сначала, дадим ответы на первые два вопро-
са. Во-первых, ранее отмечалось, что эквива-
лентные линии нужно определять, чтобы 
знать, когда остановить алгоритм. Во-
вторых, мощность класса эквивалентных ли-

ний определяет число ребер, которые можно 
нормализовать. Забегая вперед, отметим, что 
число тяжелых ребер, которые можно нор-
мализовать в клиентской строке равно  
h S , где h  – степень звезды, а S – мощ-
ность класса эквивалентности серверной 
строки. Поскольку, в рассмотренном приме-
ре S =1, мы могли нормализовать два реб-
ра. 
 
Теперь ответим на третий вопрос – для за-
вершения работы нормализационного алго-
ритма необходимо строить МЛП как строк, 
так и столбцов, иначе возможно зациклива-
ние. Оно происходит, когда тяжелые ребра 
формируют НЗП. В данной ситуации поиск 
новых тяжелых ребер будет невозможен. Пе-
реход от МЛП строк к МЛП столбцов решает 
проблему зацикливания, т.к. в ходе построе-
ния МЛП столбцов будут найдены эквива-
лентные столбцы. Кроме того, при ортого-
нальном повороте – переходе от строк к 
столбцам и наоборот, осуществляется 
нейтрализация пар тяжелых и легких ребер 
текущего мультимножества (т.к. 

ci cjmax -max 0  и si sjmin -min 0 ). Ортого-
нальный поворот можно применить для по-
строения эффективного алгоритма поиска 
паросочетания. 
После наглядного примера перейдем к фор-
мализации процесса удаления и нормализа-
ции недопустимых ребер. Сначала сформу-
лируем условия существования совершенно-
го звездного покрытия степени h  в невзве-
шенном двудольном графе. 
 
Теорема 1. Обобщенная теорема Холла 
существования совершенного ЗП 
Совершенное ЗП существует, тогда и только 
тогда когда для каждого подмножества вер-
шин 1X V   графа  , * 1 2, ,n h nG V V E  выполня-

ется неравенство ( )X h X   , где 

2( )X V   – множество смежных вершин для 
вершин множества X . 
Замечание. В классической теореме Холла 

1h  . 
 

Удаление тяжелых ребер 
 
Теперь объединим обобщенную теорему 
Холла, эквивалентные линии и лемму о до-
пустимой паре ребер МЛП, которая накла-
дывает ограничения на парные сочетания 
ребер взвешенного звездного покрытия. И в 
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процессе данного объединения докажем тео-
ремы запрещений и нормализации. Сформу-
лируем эти теоремы.  
Пусть: 

csL – МЛП клиентской линии c  и серверной 
линии s  матрицы   двудольного графа 

 , * 1 2, ,n h nG V V E ; cs
j cj sjL     – линейная па-

ра вершины j , cs cs
jL L ; S  – мощность 

класса эквивалентности серверной линии csL
, s S ; t  – количество тяжелых ребер кли-
ентской линии c  МЛП csL , которые можно 
удалить из графа. 
 

 

,

,

h S если s строка
t S

если s столбец
h





  


  
 

 

 (5) 

 

 max ,csL n  – функция определения значения 
n-го по величине элемента мультимножества 

csL . Начальным (максимальным) элементом 
считается первый. max( , 1)cs cs

normL L t   – 
нормализатор, cs cs

normL L  (это ( 1)t  -я по ве-
су линейная пара в отсортированном по убы-
ванию МЛП). 
 
Теорема 2. Строгая теорема запрещений 
Удаление из графа G  ребра ( , )c j E , у ко-

торого cs cs
j normL L  не изменяет оптимальное 

НЗП. 
Приведем компактную формулировку этой 
теоремы. 

j , cs cs
j normL L  cj    

Уменьшение веса тяжелых ребер графа вы-
полняется на основе теоремы нормализации. 
Она является обобщением теоремы запреще-
ний. 
 
Теорема 3. Нестрогой нормализации 
 j , cs cs

j normL L   

   max , 1cs cs
cj sj sj normL t L         (6) 

 
Формулу (6) назовем нормализационным 
оператором. 
В МЛП может быть несколько равных по 
весу нормализаторов. Таким образом, норма-
лизатор – это грань, которая делит мультим-
ножество на два подмультимножества: пер-

вое мощности S  состоит из больших или 
равных нормализатору линейных пар, и вто-
рое – мощности csL S , состоящее из пар 
меньших или равных нормализатору.  
Замечание: Поскольку вместо S  одинако-

вых МЛП csL , s S  рационально вычислять 
только одно, вычислительную сложность 
нормализационного оператора для каждой 
отдельной серверной строки s  можно счи-
тать линейной. Также можно считать, что 

 max , 1csL t   эквивалентен по сложности 

S +1  поисков  max ,1csL . 
 
Докажем теорему 2 (запрещений). 
Будем считать данный взвешенный двудоль-
ный граф  , * 1 2, ,n h nG V V E  полным. Если ис-
ходный граф не полный, то отсутствующие в 
нем ребра всегда можно заменить на очень 
тяжелые ребра. Очевидно, что полный граф 
всегда имеет совершенное звездное покры-
тие. 
 
Произвольной линии матрицы смежности 
соответствует вершина графа G  и ребра, со-
единяющие смежные ей вершины. Посколь-
ку линия c С  или s S МЛП может быть 
как строкой, так и столбцом матрицы смеж-
ности, обозначим J  – множество линий 
(вершин) противоположной доли графа 
( 1 2J V V  ). 
 
Минимальное число вершин t  противопо-
ложной доли для S  серверных линий 
(вершин), которые можно покрыть полными 
звездами степени h , согласно обобщенной 
теоремы Холла, определим по формуле (5). 
 
Выделим в клиентской линии c С  МЛП 

csL  подмножество 'E , 'E t  тяжелых ребер, 

вес линейных пар '
cs
E

L  которых больше зна-

чения  1t  -ой пары cs
normL  (то есть, 

cs cs
j normL L , '( , )c j E ). Обозначим 'J , 'j J ,
'J J  множество вершин противоположной 

доли тяжелых ребер 'E . 
 
Проверим существование совершенного 
звездного покрытия по теореме 1 для вершин 
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'J  и  1t c S    линий (вершин) данного 
МЛП. 
 
Согласно лемме о допустимой паре: для каж-
дого тяжелого ребра '( , )c a E клиентской 
линии c С  пару могут составить ребра сер-
верной линии ( , )s b ведущие в вершины 

'b J , у которых cs cs
b aL L ,b a , s S  ,

  ',c a E ,   ',c b E . Очевидно, что в МЛП 
csL  каждой серверной линии s S  множе-

ство 'J  одинаково, т.к. линии эквивалентны. 
Необходимо отметить, что для подмножества 
вершин 'J , 'J t  тяжелых ребер 'E  МЛП 

csL  не соблюдается условие обобщенной 
теоремы Холла. Т.к. это МЛП, образуют S


 

серверных линий и одна дополнительная 
клиентская линия c . Значит, невозможно 
построить совершенное звездное покрытие, 
используя ребра 'E , которое связывает 
( 1)S   вершину с 'J t  вершинами про-
тивоположной доли. Следовательно, тяже-
лые ребра не могут формировать совершен-
ное ЗП и их можно удалить из графа. 
 
Доказательство теоремы 3. 
После нормализации тяжелых ребер  ,c j ,

j , cs cs
j normL L , по формуле (6), в МЛП csL  

будет как минимум  1t   максимальная ЛП 
равная по весу нормализатору, т.е. j , 

cs cs
j normL L ,   cs

cj sj normL   . Значит после 
изменения весов ребер по формуле (6), за-
прещение других тяжелых ребер   ',c j E  
станет невозможным т.к. неравенство 

cs cs
j normL L  теоремы 3 строгое. Отметим, что 

если вес любого нормализованного ребра 
увеличить на бесконечно малое величину  , 
то это ребро можно будет снова удалить и 
уменьшить его вес на   по теореме 3. Значит 
формула (6) находит правильную нижнюю 
оценку веса запрещенного ребра. 
 
Замечания:  
1. Следует отметить, что с точки зрения тео-
рии алгоритмов процедуру запрещения тя-
желых ребер можно рассматривать как неза-
висимую подзадачу, т.к. в МЛП задействова-
но ограниченное подмножество вершин гра-

фа. Поэтому можно утверждать, что поиск 
НЗП осуществляется на основе объединения 
решений независимых подзадач. 
2. Обратите внимание, что в программных 
массивах индексация начинается с нуля, а в 
теоремах 2 и 3 с единицы, поскольку в тео-
ремах мы имеем дело со счетными величи-
нами, а не адресами компьютера. 
3. Теорема 2 запрещений названа строгой 
поскольку ее неравенство строгое. Несложно 
сформулировать и доказать нестрогую тео-
рему запрещений ( cs cs

j normL L ), которая поз-
воляет удалить ровно t  тяжелых ребер (т.е. 
удалять недостающие ребра равных ЛП). Не-
строгая теорема запрещений, будет полезна, 
если необходимо найти только одно опти-
мальное решение. 
4. При вычислении веса тяжелых ребер на 
основании строгой нормализации нужно 
учитывать бесконечно малые   в формуле 
(6). Анализ сочетаний бесконечно малых, 
или запрещений ребер в ЛП мультимно-
жеств, дает возможность получить бонусные 
теоремы нормализации. Они позволяют нор-
мализовать более t  тяжелых ребер, т.е. уско-
рить сходимость алгоритма. Теорема 3 явля-
ется не строгой т.к. в ней не учитываются 
значения  . 
 

Пример нормализации 
 
Рассмотрим пример МЛП csL  клиентской 
строки c  и серверной строки s S , 2S   
матрицы   некоторого двудольного графа 

4,8G , 2h  . 
 

J 1 2 3 4 5 6 7 8 
c -4 3 -2 7 3 -5 6 3 
s 0 0 0 0 0 0 0 0 
s 0 0 0 0 0 0 0 0 
x         

 
Рис. 7. Пример нормализации МЛП 

 
Поскольку две серверные строки нейтраль-
ны, строка c - это МЛП csL . Число тяжелых 
ребер csL  равно t h S   т.е. t =2*2=4. 
Обратите внимание, что в нашем примере: 

'E = 'J =2, 'J ={4,7}, 'J J  a t =4, cs
normL  {

2
csL , 5

csL , 8
csL }. Поэтому, по строгой теореме 

можно уменьшить вес двух, а не четырех ре-
бер, т.к. в МЛП csL  имеется три равных по 
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весу нормализатора. 
 
Важно отметить, что нормализация тяжелых 
ребер строи с на основании csL   не зависит от 
весов элементов строки х. 
 
Теперь можно перейти к рассмотрению алго-
ритма. 
 

Схема нормализационного алгоритма 
 
а) while (все линии не эквивалентны) 

b) Рациональный перебор пар параллель-
ных линий {c,s} матрицы смежности 
графа   
for({c,s} ) 

1. Вычисление разности линий c и s, 
формирование мультимножества 

csL  
cs

c sL    , s S , cs
j cj sjL     

2. Определение числа удаляемых ре-
бер клиентской линии c  

,

,

h S если s строка
t S

если s столбец
h





  


  
 

 

 

3. Поиск нормализатора. 
max( , 1)cs cs

normL L t   
4. Нормализация тяжёлых ребер 
 ,c j  , j , cs cs

j normL L  
cs

cj sj normL     
5. Проверка равенства линий МЛП c 
и s. Объединение равных линий в 
множестве S  линии s 

 if( c s ) then S C S     
 

Пример решения задачи назначения пар 
водителей на рейсы в MS Excel 

 
Исходная матрица двудольного графа   
нашей задачи представлена на рисунке 8. 

U,V – линейные коэффициенты (потенциа-
лы) строк и столбцов ij ij j iU V     . В 
конце алгоритма мы должны получить 
нейтральную (нулевую) матрицу и массивы 
коэффициентов U и V. Они являются реше-
нием задачи. Если сумма коэффициентов U и 
V элемента нейтральной матрицы меньше 
соответствующего элемента исходной мат-
рицы, то этот элемент не принадлежит опти-
мальному НЗП. 
 

I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 29 38 48 39 23 21 21 27 17 41 0 
2 46 19 7 49 30 34 22 37 23 14 0 
3 40 23 38 32 24 8 12 37 9 37 0 
4 14 17 31 26 27 16 28 36 19 33 0 
5 10 20 24 45 32 27 17 21 37 39 0 
U 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

 
Рис. 8. Исходная матрица   

 
В ходе алгоритма будем вычитать выбран-
ную серверную линию из всех линий матри-
цы, а также советующих линейных коэффи-
циентов. Вычитание массивов (линий) в 
Excel реализуется при помощи пометки сер-
верных строк и столбцов символом $. После 
вычитания серверная линия и равные ей ли-
нии станут нейтральными, а все остальные 
линии матрицы будут мультимножествами 
этих равных серверных линий. В каждой ли-
нии определим нормализатор Norm и 
уменьшим веса всех элементов линии, кото-
рые больше Norm. Для нахождения нормали-
затора нужно воспользоваться функцией 
Excel НАИБОЛЬШИЙ(диапазон(линия);k), 
которая определяет k-ое наибольшее значе-
ние линии. В нашей задаче k=t+1 - это число 
равных серверных линий МЛП плюс едини-
ца. 
 
Вычтем строку 1 из всех строк  , 

,1
1

i
i iL     , i I . 

 
I/J 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 V Norm 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 17 -19 -41 10 7 13 1 10 6 -27 0 10 
3 11 -15 -10 -7 1 -13 -9 10 -8 -4 0 1 
4 -15 -21 -17 -13 4 -5 7 9 2 -8 0 4 
5 -19 -18 -24 6 9 6 -4 -6 20 -2 0 6 
U -29 -38 -48 -39 -23 -21 -21 -27 -17 -41 

   
Рис. 9. Вычитание строки 1 из матрицы   
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В крайнем правом столбце Norm указаны 
значения нормализаторов, соответствующих 
мультимножеств. Нормализатором i -го 
МЛП ,1iL  является 3-й наибольший элемент 
строки матрицы графа, т.к. 1k h S  

2 1 1 3k     . Все нормализаторы в матрице 
графа выделены зеленым, а тяжелые ребра –  

красным. Поскольку строка 1 нейтральна, то 
вес тяжелых ребер по теореме 3 равен нор-
мализатору,  т.к.

 max , 1 0cs cs
cj sj normL t L       . 

После нормализации ребер получим следу-
ющую матрицу. 

 
I/J 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 V 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
2 10 -19 -41 10 7 10 1 10 6 -27 0 
3 1 -15 -10 -7 1 -13 -9 1 -8 -4 0 
4 -15 -21 -17 -13 4 -5 4 4 2 -8 0 
5 -19 -18 -24 6 6 6 -4 -6 6 -2 0 
U -29 -38 -48 -39 -23 -21 -21 -27 -17 -41 

  
Рис. 10. Вид   после нормализации 

 
I/J 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 V Norm 
1 -10 19 41 -10 -7 -10 -1 -10 -6 27 0 19 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 -9 4 31 -17 -6 -23 -10 -9 -14 23 0 4 
4 -25 -2 24 -23 -3 -15 3 -6 -4 19 0 3 
5 -29 1 17 -4 -1 -4 -5 -16 0 25 0 1 
U -39 -19 -7 -49 -30 -31 -22 -37 -23 -14 

   
Рис. 11. Вычитание строки 2 из полученной матрицы 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 -10 19 19 -10 -7 -10 -1 -10 -6 19 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 -9 4 4 -17 -6 -23 -10 -9 -14 4 0 
4 -25 -2 3 -23 -3 -15 3 -6 -4 3 0 
5 -29 1 1 -4 -1 -4 -5 -16 0 1 0 
U -39 -19 -7 -49 -30 -31 -22 -37 -23 -14 

  
Рис. 12.Нормализация тяжелых ребер 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V Norm 
1 -1 15 15 7 -1 13 9 -1 8 15 0 15 
2 9 -4 -4 17 6 23 10 9 14 -4 0 14 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
4 -16 -6 -1 -6 3 8 13 3 10 -1 0 8 
5 -20 -3 -3 13 5 19 5 -7 14 -3 0 13 
U -30 -23 -11 -32 -24 -8 -12 -28 -9 -18 

   
Рис.13. Вычитание строки 3 из полученной матрицы 

 
Обратите внимание – в первой строке три 
равных максимальных нормализатора. Сле-
довательно, нет ребер, веса которых можно 
уменьшить по теореме 3. Чтобы не выпол-
нять подобных бесполезных операций нужно 

рационально выбирать пары линий МЛП. 
Если же перебирать все подряд пары линий в 
двух циклах for, то сложность алгоритма со-
ставит 4( )O n . 
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I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 -1 15 15 7 -1 13 9 -1 8 15 0 
2 9 -4 -4 14 6 14 10 9 14 -4 0 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
4 -16 -6 -1 -6 3 8 8 3 8 -1 0 
5 -20 -3 -3 13 5 13 5 -7 13 -3 0 
U -30 -23 -11 -32 -24 -8 -12 -28 -9 -18 

  
Рис.14. Нормализация тяжелых ребер 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V Norm 
1 15 21 16 13 -4 5 1 -4 0 16 0 16 
2 25 2 -3 20 3 6 2 6 6 -3 0 6 
3 16 6 1 6 -3 -8 -8 -3 -8 1 0 6 
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
5 -4 3 -2 19 2 5 -3 -10 5 -2 0 5 
U -14 -17 -10 -26 -27 -16 -20 -31 -17 -17 

   
Рис.15. Вычитание строки 4 из полученной матрицы 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 15 16 16 13 -4 5 1 -4 0 16 0 
2 6 2 -3 6 3 6 2 6 6 -3 0 
3 6 6 1 6 -3 -8 -8 -3 -8 1 0 
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
5 -4 3 -2 5 2 5 -3 -10 5 -2 0 
U -14 -17 -10 -26 -27 -16 -20 -31 -17 -17 

  
Рис.16. Нормализация тяжелых ребер 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V Norm 
1 19 13 18 8 -6 0 4 6 -5 18 0 18 
2 10 -1 -1 1 1 1 5 16 1 -1 0 5 
3 10 3 3 1 -5 -13 -5 7 -13 3 0 3 
4 4 -3 2 -5 -2 -5 3 10 -5 2 0 3 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
U -10 -20 -8 -31 -29 -21 -17 -21 -22 -15 

   
Рис.17. Вычитание строки 5 из полученной матрицы 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 18 13 18 8 -6 0 4 6 -5 18 0 
2 5 -1 -1 1 1 1 5 5 1 -1 0 
3 3 3 3 1 -5 -13 -5 3 -13 3 0 
4 3 -3 2 -5 -2 -5 3 3 -5 2 0 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
U -10 -20 -8 -31 -29 -21 -17 -21 -22 -15 

  
Рис.18. Нормализация тяжелых ребер 
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После нормализации строк мы получили два 
равных столбца (3,10). 

 Выполним их нейтрализацию. 
 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 0 -5 0 -10 -24 -18 -14 -12 -23 0 -18 
2 6 0 0 2 2 2 6 6 2 0 1 
3 0 0 0 -2 -8 -16 -8 0 -16 0 -3 
4 1 -5 0 -7 -4 -7 1 1 -7 0 -2 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
U -10 -20 -8 -31 -29 -21 -17 -21 -22 -15 

  
Рис. 19. Вид матрицы после нормализации 

 
Перейдем к нормализации ребер по столб-
цам. Определим порядок нормализатора 3-го 

столбца 1
S

k
h
 

  
 

, 2 1 2
2

k      
.  

Нормализация по другим серверным столб-

цам бесполезна, т.к. для них число тяжелых 

ребер 1 0
2

t     
. 

 
Norm 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 

 I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 0 -5 0 -10 -24 -18 -14 -12 -23 0 -18 
2 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 
3 0 0 0 -2 -8 -16 -8 0 -16 0 -3 
4 1 -5 0 -7 -4 -7 1 1 -7 0 -2 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
U -10 -20 -8 -31 -29 -21 -17 -21 -22 -15 

  
Рис. 20. Нормализация ребер по столбцам 

 
В начальной строке матрицы Norm приведе-
ны нормализаторы мультимножеств 3-го 
столбца. Мы видим, что нормализация по 
столбцам пока невозможна, т.к. в каждом 
столбце есть по два или три равных макси-
мума. Значит нужно продолжить нормализа-
цию по строкам. 

Продолжаем вычитать строки и уменьшать 
веса недопустимых ребер. В результате по-
лучим матрицу, в которой есть пять эквива-
лентных столбцов (5,6,7,8,9) и две эквива-
лентных строки (1,3). 
 

 
Norm -5 -2 -5 -2 0 0 0 0 0 -5 

 I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -18 
2 -5 -3 -6 -3 0 0 0 0 0 -6 -12 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 
4 -5 -5 -5 -5 0 0 0 0 0 -5 -14 
5 -5 -2 -5 -2 0 0 0 0 0 -5 -12 
U -3 -8 -1 -17 -5 2 -2 -9 1 -8 

  
Рис. 21. Дальнейшая нормализация по строкам 
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I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 -5 -2 -5 -2 0 0 0 0 0 -5 -18 
2 -5 -3 -6 -3 0 0 0 0 0 -6 -12 
3 -5 -2 -5 -2 0 0 0 0 0 -5 -10 
4 -5 -5 -5 -5 0 0 0 0 0 -5 -14 
5 -5 -2 -5 -2 0 0 0 0 0 -5 -12 
U -3 -8 -1 -17 -5 2 -2 -9 1 -8 

  
Рис. 22. Нормализация тяжелых ребер в МЛП пятого серверного столбца. 

 
После нормализации элементов клиентских строк (1,3) мы получили три равных строки (1,3,5). 
 

I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V Norm 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -18 0 
2 0 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 -1 -12 -1 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 
4 0 -3 0 -3 0 0 0 0 0 0 -14 0 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -12 0 
U 2 -6 4 -15 -5 2 -2 -9 1 -3 

   
Рис. 23. Вычитание строки 1 из полученной матрицы 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -18 
2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -12 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 
4 0 -3 0 -3 0 0 0 0 0 0 -14 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -12 
U 2 -3 4 -12 -5 2 -2 -9 1 -3 

  
Рис. 23. Нормализация тяжелых ребер 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V Norm 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -18 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -11 0 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 0 
4 0 -3 0 -3 0 0 0 0 0 0 -14 -3 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -12 0 
U 2 -3 4 -12 -5 2 -2 -9 1 -3 

   
Рис. 24. Вычитание строки 1 и столбца 1 из полученной матрицы. 

 
Обратите внимание, что нормализатор -3 является 9-м по весу элементом строки 4, т.к. 
k=t+1=4*2+1. 
 

I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -18 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -11 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 
4 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -3 -14 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -12 
U 2 -6 4 -15 -5 2 -2 -9 1 -3 

 Рис. 25. Нормализатор -3 
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Вычитание столбца 1, получение линейных коэффициентов эквивалентной матрицы 0 . 
 

I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -18 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -11 
3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -10 
4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -11 
5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -12 
U 2 -6 4 -15 -5 2 -2 -9 1 -3 

  
Рис. 26. Нейтральная матрица 

 
Получена нейтральная матрица – конец алго-
ритма. Вес оптимального НЗП: 

 *
h i j

i I j J
w E U h V

 

 
    

  
  =155. 

Следует отметить, что существует бесконеч-
ное множество допустимых комбинаций 

коэффициентов U и V. Конкретные значения 
коэффициентов зависят от порядка перебора 
пар строк и столбцов при нормализации. 
Теперь выполним восстановление весов ре-
бер  ij i jB U V   

 
по линейным коэффици-

ентам. 
 

I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 V 
1 16 24 14 33 23 16 20 27 17 21 0 
2 9 17 7 26 16 9 13 20 10 14 0 
3 8 16 6 25 15 8 12 19 9 13 0 
4 9 17 7 26 16 9 13 20 10 14 0 
5 10 18 8 27 17 10 14 21 11 15 0 
U 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

  
Рис. 27 Матрица с восстановленными весами ребер 

 
Зеленым выделены элементы оптимального 
НЗП  * 155hw E  . 
 
Вычислим матрицу D  разности весов 
начальной матрицы графа и  , вычислен-
ной алгоритмом (Рис. 28). 
 
Эта матрица показывает, на какую величину 
нормализационный алгоритм уменьшил вес 
тяжелых ребер графа. Нули матрицы D  
определяют ребра оптимального НЗП. Необ-
ходимо отметить, что в этой матрице могут 
быть лишние нули, ребра которых не при-
надлежат оптимальному НЗП. Эти лишние 

ребра называются анкерными. Лишние ребра 
могут быть также элементами другого экви-
валентного оптимального решения. Чтобы 
найти одно решение нужно знать, как уда-
лять лишние ребра. В данном случае это сде-
лать просто. Для этого нужно выделить стро-
ки, в которых есть ровно по два h  зеленых 
элемента (2,4,5) или столбцы в которых при-
сутствует только один элемент (1-7,10) и за-
тем исключить лишние ребра. В общем слу-
чае, задача удаления лишних ребер не явля-
ется простой. Эта задача эквивалентна 
нахождению подмножеств заданного множе-
ства, она решается через поиск паросочета-
ния. 

 
I/J 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 13 14 34 6 0 5 1 0 0 20 
2 37 2 0 23 14 25 9 17 13 0 
3 32 7 32 7 9 0 0 18 0 24 
4 5 0 24 0 11 7 15 16 9 19 
5 0 2 16 18 15 17 3 0 26 24 

 
Рис. 28 Матрица D 
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Лишние ребра также можно удалить норма-
лизационным алгоритмом. Для этого можно 
внести малые возмущения, т.е. изменить вес 
разрешенных ребер на разную величину и 
удалить лишние в ходе нормализации. Мож-
но также последовательно перебирать ребра 
и проверять существование НЗП. 
 
Следует также отметить, что ребра эквива-
лентных оптимальных решений формируют 
циклы. Поэтому множество всех оптималь-
ных решений можно представить в виде си-
стемы вложенных циклов. 
 

Заключение 
 
В данной публикации впервые приведены 
доказательства ключевых теорем нормализа-
ционного метода. Теперь, мы имеем все ос-
нования считать задачу поиска наибольшего 
звездного покрытия графа эффективно реша-
емой. 
 
Во второй части статьи подробно рассмотрен 
пример решения задачи поиска НЗП. Поэто-
му, настоящую работу можно считать прак-
тическим пособием по методу решения зада-
чи. Следует отметить, что для упрощения 
понимания нормализационного метода неко-
торые на первый взгляд очевидные моменты 
его реализации не рассматривались, а именно 
– структуры данных и алгоритмы формиро-
вания множеств эквивалентных линий. При 
разработке программы на эти моменты сле-
дует обратить внимание. 
 
В прикладном аспекте результаты работы 
могут быть использованы при решении задач 

транспортной логистики, оптимизации па-
раллельных производственных процессов, а 
также при решении прикладных задач рас-
пределения работ в системах, представлен-
ных независимыми машинами различной 
производительности. 
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