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Аннотация. Рассмотрено современное состояние вопроса о возможности построения кривой 

растяжения по результатам испытаний материалов на твердость. Предложен новый метод 

перехода от кривой кинетического индентирования пирамидой Берковича к кривой растя-
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Введение 
 

Среди методов контроля механических 

свойств материалов твердометрия занимает 

отдельное место. Этот метод соединяет в се-

бе оперативность, простоту подготовки ис-

следуемой поверхности и обработки экспе-

риментальных данных и, что немаловажно, 

малые объемы деформационного поврежде-

ния объекта испытаний. О возможности опе-

ративного определения характеристик проч-

ности при исследовании материала на 

твердость известно довольно давно. Однако 

широкому распространению экспресс-контроля 

прочности препятствует ряд факторов. 

Анализ публикаций 
 

Известно [1, 2] два вида испытаний на твер-

дость: 

1) метод восстановленного отпечатка; 

2) метод невосстановленного отпечатка (ки-

нетическая твердость). 

 

Возможность перехода к диаграмме напря-

жений возможна для обоих этих методов при 

индентировании сферическим инденто-

ром [1, 2]. 

 

Формирование отпечатка при вдавливании 
индентора проходит те же этапы, что и удли-
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нение материала при испытаниях на растя-
жение. На начальной стадии происходит уп-

ругая деформация, и изменение рельефа  
материала обратимо. При увеличении на-

грузки материал под индентором начинает 
испытывать нарастающую пластическую де-

формацию. При дальнейшем повышении де-
формирующего усилия в отпечатке может 

наступить разрушение. Исходя из этого, 
М.П. Марковец предлагает для построения 

кривой растяжения пользоваться зависимо-
стью твердости НВ от отношения диаметра 

восстановленного отпечатка к диаметру ин-
дентора [3]. Твердость по Бринеллю имеет 

размерность напряжения и физический 

смысл предельного удельного давления на 
единицу площади пластического отпечатка. 

Соотношение диаметров отпечатка и инден-
тора характеризует степень деформации ма-

териала под индентором: чем это значение 
ниже, тем материал прочнее. 
 

Ю.В. Мильман в работе [4] представляет ме-
тод построения диаграммы условных напря-

жений путем индентирования поверхности 
материала с использованием набора трех-

гранных инденторов. При этом рассчитыва-
ется твердость по Мейеру и соответствую-

щие точки наносятся на график в 
координатах «НIT – ε». 
 

По полученной кривой, как утверждает  

автор [4], можно определить предел пропор-
циональности, предел текучести, максималь-

ное напряжение течения, напряжение разру-
шения, а также деформационное упрочнение. 

Для их численного определения Ю.В. Миль-
ман предлагает обратиться к соотношению 

Джексона [4] 
 

2 ctg
1 ln

3 3

rHM E γ = + σ σ 
, (1) 

 

где Еr – контактный модуль упругости; σ – 
напряжение; γ – угол между гранью и осью 

пирамидального отпечатка. 
 

Данная методика позволяет восстанавливать 

кривую деформации при определении твер-
дости. Для испытаний используются инден-

торы любой формы, что позволяет исследо-
вать разные объемы материала, в том числе 

фольги и детали малых размеров. Недостат-
ком этого метода является необходимость 

изготовления нескольких инденторов, что 
усложняет процедуру измерений и обработки 

результатов. Кроме того, при индентирова-

нии неоднородных материалов возникает 
вероятность получения неточных данных из-

за влияния фаз. 
 

Для определения прочностных характери-

стик по твердости широко используется ме-

тод кинетического индентирования [1, 3, 5, 6]. 

Существует ряд методик перехода от кривой 

твердости к кривой упрочнения. 
 

Сопоставление диаграмм твердости и растя-

жения авторы работы [1] начинают с эмпи-

рических степенных уравнений, используе-

мых для их описания. Так, процесс вдавли-

вания сферического индентора описывается 

степенной функцией Мейера следующего 

вида [1] 
 

,
n

F ad=   (2) 

 

где F  – нагрузка; а и n – константы Мейера, 

характеризующие прочностные (а) и пласти-

ческие (n) свойства материала; d – диаметр 

восстановленного отпечатка. 

 

Из работы [1] известно, что диаграмма рас-

тяжения может быть описана уравнением 
 

,
x

bσ = ε   (3) 

 

где b – константа; ε – деформация, %; x – по-

казатель степени. 
 

Таким образом, сравнивая соответствующие 

коэффициенты в уравнениях, можно рассчи-

тать любую точку диаграммы растяжения. 
 

Авторы работы [7] знакомят с методом ABI 

(Automated ball indentation). Этот метод  

заключается в непрерывном циклическом 

индентировании поверхности материала 

сферическим индентором до достижения со-

отношения диаметра отпечатка к диаметру 

индентора, равного единице. По результатам 

индентирования решается система уравне-

ний [7] 
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где ер – истинная пластическая деформация; 

dp – диаметр восстановленного отпечатка;  

D – диаметр индентора. 
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Методика, описанная выше, является одной 

из наиболее широко применяемых и разви-

вающихся в настоящее время. Это связано с 

возможностью полной автоматизации про-

цесса вычислений, но в то же время в случае 

отсутствия необходимого программного 

обеспечения значительно усложняет расчет. 

 

В.М. Шабанов предлагает эмпирическое 

уравнение, связывающее степень упрочнения 

при испытаниях сферического индентора 

вдавливанием и растяжением [8] 

 
2

0

,вhE E
k

E W

 ′−
=  ′  

  (5) 

 

Тут, 
E E

E

′−
′

 характеризует степень упрочне-

ния материала при растяжении, а 
0

вh

W
 − сте-

пень упрочнения при вдавливании [5]. Для 

сталей коэффициент k принят равным 0,161.  

 

Окончательное выражение для расчета кри-

вой упрочнения, согласно [5], имеет вид 
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где dк − диаметр контакта индентора с мате-

риалом под нагрузкой. 

 

Описанная методика построения кривой рас-

тяжения по твердости представляет интерес с 

точки зрения ее теоретической обоснованно-

сти, но в то же время является громоздкой 

при реализации. 

 

Сегодня активно развивается феноменологи-

ческий подход к построению диаграммы  

условных напряжений по кинетической твер-

дости. Так, в работе [7] предложена методи-

ка, основанная на сопоставлении соответст-

вующих коэффициентов в уравнениях, 

аппроксимирующих диаграммы растяжения 

и твердости, например, уравнение Войса [7] 

 

1 2 3exp( ),k k kσ = − − ε   (7) 

 

где k1, k2, k3 – коэффициенты, характеризую-

щие запас пластичности и способность мате-

риала к упрочнению при испытаниях на рас-

тяжение. 

При испытаниях вдавливанием, соответст-

венно [7] 

 

1 2 3exp( ),рНМ m m m= − − ε  (8) 

 

где m1, m2, m3 – коэффициенты, характери-

зующие запас пластичности и способность 

материала к упрочнению при индентирова-

нии; εр – средняя деформация в отпечатке, 

определяемая соотношением Тейбора [7] 

 

0,2р

d

D
ε = .  (9) 

 

На основании определенного массива дан-

ных по кривым растяжения и твердости для 

данного класса материалов устанавливается 

зависимость [9] 

 

( )i ik f m= .  (10) 

 

На основании данной зависимости находятся 

коэффициенты уравнения (7) и восстанавли-

вается кривая условных напряжений. 

 

Преимущества данного метода очевидны, 

если приходится иметь дело с определенны-

ми группами материалов. В случае массового 

производства, когда речь идет о десятках 

различных материалов и видов обработки, он 

становится очень громоздким и не позволяет 

осуществлять экспресс-контроль качества 

материала. Кроме того, как отмечают сами 

авторы [7], при малых нагрузках часто на-

блюдается нарушение закономерностей кон-

тактного деформирования при кинетическом 

индентировании. Следует также отметить, 

что авторы [7] оценивают погрешность сво-

его метода более 10 %. 

 

Расчетно-экспериментальная методика, опи-

санная в работе [10], предусматривает на-

чальную аппроксимацию кривых деформи-

рования при растяжении и индентировании 

степенной функцией на основании некоторо-

го массива экспериментальных данных для 

определенного класса сталей. Методом ко-

нечных элементов решается задача вдавли-

вания сферического индентора в упругопла-

стическую упрочняющуюся среду. По 

расчетным значениям нагрузки и глубины 

внедрения индентора строится кривая. Далее 

определяют соотношение между расчетной и 

экспериментальной нагрузкой (глубиной ин-

дентирования). Если полученная разница не 
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удовлетворяет ожидаемой точности экспе-

римента, то начальное уравнение аппрокси-

мации меняется и вычисления проводятся 

повторно. По мнению авторов [10], погреш-

ность данного метода может достигать 15 %. 

 

К достоинствам метода можно отнести тео-

ретическую обоснованность выбора конеч-

ного уравнения аппроксимации в результате 

решения задачи вдавливания индентора в 

упругопластическую среду. С другой сторо-

ны, при этом значительно усложняется про-

цесс вычислений, что приводит к увеличе-

нию времени испытаний. 

 

Автор [11] предлагает метод построения диа-

граммы растяжения материала по кривой ки-

нетического индентирования. Строится кри-

вая растяжения эталонного материала в 

координатах «нагрузка – удлинение»; на тот 

же график наносится возрастающая ветвь 

кривой индентирования до нагрузки, соот-

ветствующей разрушению материала. Обе 

кривые аппроксимируются, например, сте-

пенным полиномом. По уравнениям аппрок-

симации рассчитывается поправка [11] 

 

1 роз,1 инд,1тренд ( ( )) тренд( ( ))Р Р l Р h∆ = ∆ − . (11) 

 

С учетом поправки рассчитывается теорети-

ческое усилие растяжения [10] 

 

роз.теор.,1 инд,1 1Р Р Р= + ∆ .  (12) 

 

По полученным данным строится расчетная 

кривая растяжения и ее тренд. Для проверки 

правильности произведенных допущений 

необходимо провести сравнение трендов 

экспериментальной и расчетной кривых рас-

тяжения [11]. 

 

Далее для всех исследуемых материалов 

строятся кривые кинетического индентиро-

вания в условиях, отвечающих испытаниям 

материала-эталона. Они последовательно 

наносятся на график, масштабируются до 

эталонной кривой индентирования, устанав-

ливается уравнение аппроксимации и опре-

деляются поправки для каждого индентиро-

вания [11] 

 

инд, инд,1тренд( ( )) тренд( ( ))i iР Р h Р h∆ = − . (13) 

 

Строятся феноменологические кривые рас-

тяжения исследуемых материалов, для чего 

рассчитывается теоретическое усилие растя-

жения по формуле [11] 

 

роз.теор., инд,1 1i iР Р Р P= + ∆ ± ∆ .    (14) 

 

Данная методика предлагает непосредствен-

ный переход от кривой индентирования к 

кривой растяжения, что дает возможность 

избежать необходимости выбора метода рас-

чета твердости для более корректной оценки 

механических свойств. Суто феноменологи-

ческий подход дает возможность автомати-

зировать вычисления с помощью компью-

терной техники. По утверждению автора, 

описанный метод имеет точность более 

94 % [11]. Существенным недостатком изло-

женной методики является необходимость 

большого числа математических вычисле-

ний, а также отсутствие какого-либо теоре-

тического обоснования. 

 

Наиболее распространенный метод построе-

ния кривой растяжения по кривой кинетиче-

ского индентирования, широко применяемый 

в практике, – метод конечных элементов 

(МКЭ). При его реализации обычно исполь-

зуют профессиональные пакеты прикладных 

программ, например, ANSYS [12, 13].  

 

Суть метода состоит в составлении аналити-

ческой модели упругопластического поведе-

ния материала в зоне деформации материала 

под индентором на основании закона Гука  

(на участке σ < σу) и аппроксимации кривой 

растяжения (на участке σ > σу) уравнением 

вида [14–16] 

 
n

y Bσ−σ = ε ,     (15) 

 

где σу – условный предел текучести; B, n – 

коэффициенты. 

 

Цель подобного моделирования – определе-

ние корреляции между значениями модуля 

упругости, коэффициента Пуассона, предела 

текучести, с одной стороны, и кривой кине-

тического индентирования, с другой. 

 

Цель и постановка задачи 
 

Целью настоящего исследования была разра-

ботка экспресс-метода построения кривой 

растяжения при кинетическом индентирова-

нии. 
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Была поставлена задача реализации перехода 

от кривой индентирования к кривой растяже-

ния без использования сложного дорогостоя-

щего программного обеспечения, основыва-

ясь только на пакете прикладных программ 

Microsoft Office. Индентирование было вы-

полнено самым распространенным в настоя-

щее время индентором – пирамидой Беркови-

ча в микродиапазоне образцов меди М1 

(испытания проводились на исследователь-

ском комплексе NanoTest (MicroMaterials, 

Англия) в Институте металлургии и  

материаловедения им. А.А. Байкова РАН, 

г. Москва, РФ). 

 

Экспресс-метод построения кривой  
растяжения по кривой индентирования 

пирамидальным индентором 
 

В соответствии с разработанной методикой 

сопоставление кривых растяжения и инден-

тирования следует начинать с выявления 

сходных участков, идентификации точки уп-

ругопластического перехода, аппроксимации 

нелинейных участков, построения корреля-

ционной зависимости между усилием при 

индентировании и растяжении. 

 

Точка упругопластического перехода харак-

теризует нагрузку, которая впервые вызыва-

ет остаточную деформацию. Эта точка может 

быть определена как на диаграмме растяже-

ния (рис. 1), так и на диаграмме кинетиче-

ского индентирования (рис. 2). Учитывая 

сложность определения степени деформации 

по кривой кинетического индентирования, 

принимаем, что в этой точке деформация при 

растяжении соответствует деформации при 

индентировании. 
 

 
 

Рис. 1. Линейная часть кривой растяжения 

 
 

Рис. 2. Линейная часть кривой индентирования 
 
Для определения характера взаимосвязи на-
грузки при индентировании и растяжении 
необходимо получить уравнение зависимо-
сти изменения длины разрывного образца от 
нагрузки на линейном участке (рис. 3) и глу-
бины индентирования от нагрузки для рас-
тущей ветви (рис. 4). 
 

 
Рис. 3. Аппроксимация нелинейной части 

кривой растяжения 
 

 
 

Рис. 4. Аппроксимация нелинейной части 

кривой индентирования 
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Для выявления корреляционной зависимости 

между диаграммами индентирования и рас-

тяжения необходимо при одних и тех же зна-

чениях степени деформации определить рас-

четные значения деформирующего усилия 

при обоих видах нагружения на основе ранее 

определенных уравнений аппроксимации. 
 

На рис. 5 изображена зависимость нагрузки 

при растяжении и индентировании. 
 

 
 

Рис. 5. Построение корреляционной кривой, 

связывающей усилие при индентирова-

нии и растяжении 

 

Теперь, имея кривую растяжения образца-

эталона, для материалов данной группы мо-

жем построить по кривой кинетического ин-

дентирования диаграмму растяжения (рис. 6) 

и определить главные характеристики проч-

ности. 
 

 
 

Рис. 6. Кривая растяжения медного образца, 

построенная по предлагаемой методи-

ке (1) и реальная кривая растяжения (2) 

 

Выводы 
 
1. Наиболее значимые результаты по постро-
ению кривой растяжения на основе испыта-
ний на твердость достигнуты при инденти-
ровании сферой, что связано с возможностью 
определения степени деформации по мере 
углубления индентора. 
 
2. Наибольший интерес представляют следу-
ющие методы построения кривой растяже-
ния: М.П. Марковца, Ю.В. Мильмана, 
В.И. Мощенка, а также метод конечных 
элементов. 
 
3. Предложенный метод построения кривой 
растяжения по кривой индентирования 
сочетает высокую сходимость результатов и 
оперативность. 
 
4. Экспериментально получена кривая рас-
тяжения медного образца по кривой инден-
тирования пирамидой Берковича до макси-
мальной нагрузки 4 Н. 
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