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Анотація. Поведінка системи «гелікоптер – вантаж» аналізується за допомогою моделі дво-

точкового математичного маятника, коливання якого відбуваються у потоці повітря. Визна-

чаються основні кінематичні та динамічні характеристики руху системи залежно від швид-

кості переміщення точки підвісу, маси вантажу і довжини підвісу. 
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Аннотация. Поведение системы «вертолёт – груз» анализируется с помощью модели двухто-

чечного математического маятника, колебания которого происходят в потоке воздуха. Опре-

деляются основные кинематические и динамические характеристики движения системы в 

зависимости от скорости перемещения точки подвеса, массы груза и длины подвеса.  
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Abstract. The behavior of the helicopter – load system has been analyzed using the point-to-point 

mathematical pendulum which moves in the air stream. Main kinematical and dynamic characteristics 

of system motion versus suspension center motion speed, lading weight and suspension length have 

been determined.  
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Вступ 
 
Транспортування вантажів на зовнішній під-

вісці гелікоптера супроводжується коливан-

нями, які мають складний характер. Систему 

двох тіл – гелікоптер і вантаж на зовнішній 

підвісці (ЗП) – можна подати як математич-

ний маятник (ММ), де гелікоптер є несучим 

тілом, а вантаж – тілом, яке переноситься. 

Дану систему буде відрізняти величезне роз-

маїття фізичних явищ, характерних для ММ, 

у якого точка підвісу може переміщатись у 

різних напрямках із різними прискореннями. 

 
Коливання вантажу можна подати як резуль-

тат складання поздовжніх, поперечних та 

крутних коливань. На різних етапах польоту 

переважають ті чи інші типи коливань. Так, 

при злеті й польоті гелікоптера з вантажем 

до моменту досягнення останнім певної 

швидкості горизонтального польоту перева-

жають поздовжні коливання; при польоті на 

маршруті і при різноманітних маневрах у 

горизонтальній площині більшою мірою спо-

стерігаються поперечні коливання. Насправ-

ді важко виділити й точно назвати якийсь 

один тип коливань. Коливання вантажу перш 

за все залежать від довжини підвіски, яка 

визначає близькість вантажу до несучого 

гвинта (НГ) гелікоптера, який створює неод-

норідний повітряний потік. Тип коливань та 

їх амплітуда залежать від аеродинамічної 

конфігурації вантажу та його стабілізації. На 

характер коливань справляють вплив: швид-

кість, напрямок і тривалість поривів вітру. 

Від дій пілота при пілотуванні гелікоптера 

залежить траєкторія руху точки підвісу мая-

тника. У даній роботі розглядається кілька 

питань – визначаються основні кінематичні 

та динамічні характеристики системи «гелі-

коптер – канат – вантаж» за наявності опору 

повітря, а також досліджений (та кількісно 

визначений) закон зміни у часі логарифміч-

ного декременту коливань вантажу залежно 

від швидкості горизонтального польоту гелі-

коптера, співвідношення мас гелікоптера й 

вантажу, а також довжини підвісу вантажу 

(каната). 

 
Аналіз публікацій 

 
У роботах [4, 5] методами [1 – 3, 6] проведе-

но дослідження поведінки вантажу на зовні-

шній підвісці гелікоптера, спосіб його стабі-

лізації у польоті, дано кількісну оцінку 

затухання коливань вантажу при горизонта-

льному польоті гелікоптера з постійною 

швидкістю, проте, на думку авторів даної 

роботи, повною мірою проаналізовано осно-

вні характеристики можливих рухів таких 

систем за наявності сил опору повітря, особ-

ливо для випадку, коли маса гелікоптера од-

ного порядку з масою вантажу. Кількісний 

аналіз задачі у такому випадку вимагає ще й 

якісного дослідження руху, наприклад, мето-

дом фазових портретів. 

 

Мета роботи 
 

Полягає у встановленні основних закономір-

ностей поведінки та оцінці затухання коли-

вань вантажу при горизонтальному польоті 

гелікоптера з постійною швидкістю за наяв-

ності сил аеродинамічного опору. 

 

Аналіз дослідження 
 
Динамічний аналіз поведінки системи «гелі-

коптер – вантаж» при горизонтальному 

польоті з постійною швидкістю за наявності 

аеродинамічного опору. 

 

Модель двоточкового математичного маят-

ника, яка дозволяє проводити послідовний 

аналіз поведінки системи «гелікоптер – ван-

таж» при горизонтальному польоті з постій-

ною швидкістю за наявності аеродинамічно-

го опору, наведено у [5]. Система 

диференціальних рівнянь руху для вказаної 

моделі має такий вигляд 
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де перше рівняння системи (1) описує поздо-

вжні коливання, а друге – поперечні коли-

вання. У (1) введено такі позначення: θ  і 

α − кути відхилення каната (з вантажем) від 

вертикалі у поздовжній і поперечній площи-

нах відповідно (відносно руху гелікоптера); 

9,81g = м/с
2
; 67pL = м – довжина каната; 

/ 0,146pD g L= = с
-2

; 0,12xC = ; ρ 1=  кг/м
3
 – 

густина повітря; 4
2 10M = кг – маса гелікоп-

тера; 30midS = м
2
 – найбільша площа попе-

речного перерізу вантажу; 

1 2ρ /x midB C S V M= ; V − середня загальна 
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швидкість руху системи, яка визначається зі 

співвідношення 

( ) ( )
2 22

1 ,p pV V L L= − θ + α& &  (2) 

 

де 1 10V = м/с – швидкість горизонтального 

(відносно землі) руху гелікоптера у поздовж-

ній площині. 

 

Оскільки 1(α;θ) pL V&& = , то можемо вважати 

1V V≈ . В цьому випадку 3
1 3,6 10B −≈ ⋅ с

-1
. 

 

Початкові умови для розв’язку системи (1) 

обрано такими 
 

( )θ 0 10 /18= = πo  рад; ( )θ 0 0=& ; 

 

( )α 0 30 / 6= = πo  рад;    ( )α 0 0=& . (3) 

 

Для обчислення логарифмічного декременту 

коливань обрано таку залежність [5]: 

 

– у поздовжній площині (для θ− кутів) 
 

( )
( )

max θ1
;

100 max θ 100

T

t T
θλ = ⋅

+
  (4) 

 

2π 16,4
pL

T
g

= ≈ с; 

 

– у поперечній площині (для α-кутів) 

 

( )
( )

max α1
.

100 max α 100

T

t T
αλ = ⋅

+
      (5) 

 

У табл. 1 наведено значення θλ  і αλ  для різ-

них значень t  при 10V = м/с. 

 

Таблиця 1 Значення кутів θλ  і αλ   

для різних t 

 

,t  c 
θλ  αλ  

0 0,001938 0,00198 

100 0,001933 0,00183 

200 0,001928 0,00173 

300 0,001924 0,00163 

400 0,001920 0,00152 

500 0,001910 0,00143 

 

Аналіз результатів, наведених у табл. 1, свід-

чить про зменшення декрементів θλ  і αλ  з 

плином часу t . 

 
а 

 
б 

 
в 

 
Рис. 1. Коливання каната в поздовжній пло-

щині: а – зміна кута відхилення θ ; зміна 

кутової швидкості θ&; зміна кутового 

прискорення θ&& 

 

Аналіз графіків дозволяє стверджувати таке: 

 

– коливання за кутами θ  і α  є затухаючими; 

– коливання вантажу маятника у поперечній 

площині є симетричними відносно середин-

ної площини, тоді як коливання вантажу за 

кутом θ  є асиметричними, і це пояснюється 

впливом діючої аеродинамічної сили; 
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– класичні фазові траєкторії мають вигляд 

спіралей, які згортаються; одна з них – за ку-

том θ  – асиметрична; 

– характер класичних фазових траєкторій 
свідчить про затухання коливань; це цілком 
зрозуміло й відповідає тому, що диференціа-
льні рівняння, які описують коливання за 

змінними θ  і α , мають члени 1θB & і 1αB &, 

котрі визначають аеродинамічний опір ван-
тажу; 
 

– фазові портрети вищих порядків характе-
ризують сутність зв’язності (кореляції) фазо-

вої координати (θ,α)  з похідними другого 

порядку (θ,α)&&&&, а також (θ,α)&&  із вказаними 

похідними. 

 

 
а 

 

 
б 

 
в 

 

Рис. 2. Коливання каната в поперечній пло-

щині: а – зміна кута відхилення ;α  б – 

зміна кутової швидкості α&; в – зміна 

кутового прискорення α&& 

 

На рис. 1–4 наведено залежності: θ( )t , θ( )t& , 

θ( )t&& , α( )t , α( )t& , α( )t&&  та фазові портрети: 

класичні (θ;θ)&  і (α;α)&  та вищих порядків 

(θ;θ)&&, (θ;θ)&&&, (α;α)&&, (α;α)&&&. 

 
 

а 

 
 

б 

 
 

в 

 

Рис. 3. Фазові портрети коливань каната в 

поздовжній площині: а – класичний;  

б, в – некласичні 

 

Фактори, які впливають на затухання коли-

вань системи, зводяться до такого: 

– швидкість переміщення точки підвісу 1V ; 

– маса вантажу, який переноситься 2M ; 

– довжина підвісу (каната) pL . 
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а 

 

Рис. 4. Фазові портрети коливань каната в 

поперечній площині: а – класичний (по-

чаток) 

 
б 

 

 
в 

 

Рис. 4. Фазові портрети коливань каната в 

поперечній площині: б, в – некласичні 

(закінчення) 

 

До інших факторів, від котрих залежить амп-

літуда коливань вантажу, можна віднести 

форму і розміри вантажу, спосіб пілотування 

гелікоптером (плавність та своєчасність ви-

конання маневрувань із вантажем), зміну зо-

внішніх умов при проведенні польоту. Але ці 

фактори не мають простої кількісної харак-

теристики (як у вищезазначених факторів), і 

тому моделювання за цими параметрами з 

використанням вказаної системи рівнянь має 

значні труднощі. 

 

Висновки 
 

За збільшення швидкості переміщення гелі-

коптера спостерігається зростання θλ  і спа-

дання αλ . 

 
Коливання вантажу, який має меншу масу, 

затухають швидше, у порівнянні з вантажем, 

маса якого більше. 
 
Збільшення довжини підвісу призводить до 

збільшення θλ  і αλ , тобто до більш швидко-

го затухання поздовжніх і поперечних коли-

вань. 

 
Дані висновки не вступають у протиріччя із 

практичними спостереженнями за поведін-

кою вантажів при їх транспортуванні. 
Моделювання щодо з’ясування впливу різ-

них факторів проводилося із припущенням, 

що точка підвісу маятника переміщається 

рівномірно і прямолінійно. Насправді сам 

гелікоптер (і точка підвісу вантажу) на різ-

них етапах польоту рухається із прискорен-

ням; крім того, фюзеляж гелікоптера знахо-

диться під впливом коливань, які 

передаються на вантаж. Джерелом цих коли-

вань є несучий гвинт гелікоптера. 
 
Врахування впливу наведених вище і не вра-

хованих у роботі факторів дозволить у пода-

льшому за більш узагальненої постановки 

задачі розширити й уточнити базові дані що-

до темпів демпфування коливань вантажу на 

зовнішній підвісці гелікоптера. 
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