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НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА РОТОРА  

С КОНСОЛЬНО ЗАКРЕПЛЁННЫМ ДИСКОМ  
НА РАДИАЛЬНО-УПОРНЫХ ШАРИКОПОДШИПНИКАХ 

 
Анализ нелинейной динамики машин позволяет предсказать опасные 

колебания на режимах, безопасных с точки зрения линейной модели системы, и 
за счёт уточнения расчётов снизить их материалоёмкость и сроки проектиро-
вания. Роторы на опорах с нелинейными характеристиками находятся практи-
чески во всех транспортных средствах. Нелинейность шарикоподшипников 
вызвана зазорами между шариками и канавками качения, и нелинейной зависи-
мостью контактных сил от деформаций. В нелинейной постановке колебания 
роторов на шарикоподшипниках с зазорами исследованы в статьях [1, 2, 3]. 
Закрытие зазоров в шарикоподшипниках вызывает ударные нагрузки и повы-
шенные вибрации. Чтобы их снизить применяют радиально-упорные подшип-
ники предварительным осевым натягом. Нелинейная динамика таких роторов 
исследована в работах [4, 5]. 

Для аппроксимации оси деформированного вала трудно применить гар-
монические функции, потому используем метод конечных элементов (МКЭ). 
Расчётная модель ротора представлена на рис. 1. Конечные элементы аппрок-
симируют участки вала постоянного сечения. Диски и опоры помещены в 
узлах. Номера узловых сечений обозначены на рис. 1 цифрами 1–5. Силы и 
моменты сил инерции диска, а также контактные силы, возникающие в 
подшипниках, рассматриваем как граничные условия в соответствующих узлах. 

Свободные колебания вала постоянного сечения описываются следующи-
ми уравнениями [6]: 
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где I и F – диаметральный момент инерции и площадь сечения вала; E и  – 
модуль упругости и плотность материала вала. 

Координатные оси направлены, как показано на рис. 1. Обобщённые 
координаты, которыми являются элементы вектора узловых значений i-го узла, 
располагаем в следующем порядке: ,1 ,i i xu u , yiiu ,2,  , yii uu ,3,  , xiiu ,4,  , 

zii uu ,5,  . Интерполяционными полиномами конечного элемента являются функ-

ции изогнутой оси балки при единичных перемещениях узловых сечений [7].  
Уравнения колебаний вала получены методом Галёркина при 

одновременной аппроксимации уравнений и граничных условий [8]. Анализ 
свободных колебаний даёт представление о резонансных частотах и характере 
скелетных кривых системы. Применение для этого метода нелинейных нор-
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мальных форм (ННФ) позволяют свести анализ системы с конечным числом 
степенями свободы к анализу осциллятора с одной степенью свободы [9, 10]. 
 

 
Рис. 1. Конечные элементы ротора и узлы на концах элементов (1 –5) 

 
Параметры ротора следующие: L = 0,34 м – длина вала; l = 0,06 м – длина 

консольного конца; d1 = 0,025 м – диаметр консольного конца вала; d2 = 0,025 м – 
диаметр вала между опорами; E = 2,1·1011 Па,  = 0,3; m = 5,0 кг, Ix = 0,1 кгм2, 
Iz = 0,2 кгм2; частота вращения ротора –  fΩ = Ω / 2π = 50 Гц. Стандартные 
радиально-упорные подшипники имеют следующие параметры: α = 15° – угол 
контакта; R2 = 27,525 мм - радиус внешней канавки качения; R1 = 16,000 мм – 
радиус внутренней канавки качения; RK = 5,930 мм – радиус поперечного 
сечения канавок качения; dB = 11,510 мм – диаметр шарика; ΝB = 7 – количество 
шариков; E = 2,1·1011 Па;  = 0,3. 

На рис. 2 представлены скелетные кривые ротора. Система имеет мягкие 
характеристики. Кривые 1 и 2 соответствуют колебаниям по основной форме. 
При большей частоте изогнутая ось вала вращается в сторону вращения самого 
вала, а при меньшей частоте в противоположную сторону. Кривые 3 и 4 
соответствуют аналогичным колебаниям по второй форме. 
 

 
 

Рис. 2. Скелетные кривые ротора 
 

Частоты поперечных колебаний линеаризованной системы равны 
70,54 Гц, 110,63 Гц, 196,22 Гц и 202,11 Гц. Частота продольных колебаний 
линеаризованной системы равна 101,70 Гц. Исследованы нелинейные колеба-
ния ротора на радиально-упорных шарикоподшипниках с предварительным 
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осевым натягом. Диск закреплён на консольном конце. Получены скелетные 
кривые и нелинейные нормальные формы по Шоу и Пьеру. Система имеет 
мягкую характеристику. Резонансные колебания могут иметь место во всём 
диапазоне ниже основной резонансной частоты. 
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