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Анотація. В роботі розглянуто процес перекидання транспортних засобів в результаті наїзду 

на нерухому бічну перешкоду в результаті дії інерційних сил. Для складання математичної мо-

делі було використане основне рівняння динаміки для обертального руху. Математична модель 

перекидання транспортного засобу записана у вигляді нелінійного однорідного диференціаль-

ного рівняння другого порядку. Отримано аналітичний розв'язок цього рівняння, яке дозволяє ви-

значити не лише умови перекидання транспортних засобів, а й інші параметри руху транспор-

тного засобу від моменту початку підйому центру мас до моменту його максимального підйому 

в процесі перекидання. Для конкретного транспортного засобу отримані чисельні результати, 

які повністю відповідають фізиці процесу перекидання. 

Ключові слова: дорожньо-транспортна пригода, транспортний засіб, бічна перешкода, пере-

кидання, моделювання.   

 
Вступ 

Кількість дорожньо-транспортних пригод 

(ДТП), пов'язаних з перекиданням транспорт-

них засобів (ТЗ) у процентному співвідно-

шенні невелике (до 9 %), однак тяжкість їхніх 

наслідків значна, тому що травмування людей 

і значних ушкоджень ТЗ у цьому випадку не-

минучі. Перекидання ТЗ може відбуватися 

при втрати курсової (бічної) стійкості на кри-

волінійній траєкторії руху, на негативних 

ухилах, внаслідок зіткнення або наїзду на пе-

решкоду. Дослідження таких ДТП пов'язане із 

труднощами встановлення механізму переки-

дання, оскільки експертні методики розраху-

нку не завжди використовують підготовлені 

математичні моделі. 

 

Аналіз публікацій 

Основними напрямками досліджень ДТП, 

пов'язаних з перекиданням транспортних за-

собів є визначення ступеню ризику переки-

дання транспортних засобів [1, 2] та визна-

чення обставин ДТП, зокрема, визначення па-

раметрів руху кожного транспортного засобу 

окремо [3, 4].   

Протягом багатьох років  одним з основ-

них методичних вказівок для аналізу ДТП 

була робота під загальною редакцією профе-

сора Іларіонова В.А [5]. В цій роботі розгля-

нуто випадки перекидання  автомобіля при 

наїзді на бокову перешкоду (рис. 1 [5]) та на 

криволінійних ділянках дороги (рис. 2 [5]). 

Відповідно розроблені математичні моделі 

призначені для визначення критичної швид-

кості ТЗ  при наїзді на бічну перешкоду: 
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та при русі автомобіля на повороті: 
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Рис. 1. Наїзд автомобіля на перешкоду 

 

 
Рис. 2. Рух автомобіля на повороті 

 

Більше сучасним методичним посібником 

з розслідування й експертизи ДТП є довідник 



 

 

 

Євтюкова С.А., Васильєва Я.В. [6], де, зок-

рема, розглянута класифікація причин і за-

вдань дослідження, пов'язаних з перекидан-

ням ТЗ.  

Загальним недоліком відомих експертних 

методів реконструкції ДТП, пов'язаних з пе-

рекиданням ТЗ, є відсутність точних матема-

тичних моделей процесу перекидання ТЗ. Мо-

делювання процесу ДТП різко ускладню-

ється, якщо перекидання відбулося в режимі 

гальмування ТЗ, оскільки цей випадок потре-

бує  необхідності врахування ряду додаткових 

факторів, що впливають на оцінку параметрів 

руху ТЗ [7,8], та визначити початкову швид-

кість перед гальмуванням [9]. 

 

Мета та постановка задачі 

Метою дослідження є підвищення точно-

сті оцінки параметрів руху ТЗ у процесі роз-

витку ДТП. 

Для досягнення зазначеної мети в роботі 

необхідно розв’язати такі задачі: 

– розробити математичну модель  механі-

зму перекидання транспортного засобу; 

– отримати чисельні результати для випа-

дку перекидання конкретного транспортного 

засобу; 

– провести аналіз отриманих результатів. 

 

Моделювання процесу перекидання 

транспортних засобів  

Розглянуто процес перекидання транспор-

тного засобу після бічного наїзду на переш-

коду, наприклад, бордюр або колію (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Розрахункова схема при 

моделюванні процесу перекидання 

транспортних засобів 

 

 

На рис. 3:  

Fи – сила інерції в бічному напрямку (ви-

никає при наїзді колеса на нерухому бічну пе-

решкоду);  

G – сила тяжіння;  

т – маса ТЗ, кг;  

Ми – момент сил інерції; 

Ry, Rz – поперечна та вертикальна реакції в 

плямі контакту колеса з опорною поверхнею 

(точці перекидання);  

В – колія ТЗ;  

Ш – ширина профілю шини колеса;  

h - висота центра мас ТЗ при перекиданні 

(змінюється від значення hц до hmax);  

h1 – висота бічної перешкоди;  

ω и ε - кутова швидкість і прискорення 

(уповільнення) ТЗ;  

β – кут повороту ТЗ при перекиданні (змі-

нюється від 0 до значення βk), який можна ви-

значити за формулою: 

 

ц0

k

2
90 arctg

Ш

h

В

 
    

 
.             (3) 

 

При перекиданні на ТЗ діють момент сил 

інерції, що виникає в результаті уповільнення 

ТЗ, і момент сили тяжіння навколо точки пе-

рекидання (дорівнює m·g·y). В процесі пере-

кидання плече сили тяжіння змінюється від 

ymax (початок підйому центра мас транспортного 

засобу) до 0 (досягнення центром мас ТЗ край-

нього верхнього положення [10]). 

Мінімальну (критичну) швидкість, при 

якій відбудеться перекидання ТЗ можна 

знайти на підставі закону збереження енергії. 

Відповідно до закону збереження енергії по-

вна енергія ТЗ до перекидання дорівнює пов-

ної енергії ТЗ у момент перекидання: 
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де V – швидкість руху ТЗ перед перекидан-

ням, м/с; 

γ - кут наїзду ТЗ на бічну перешкоду, рад; 

Eдеф.1 - енергія, що поглинена пружною де-

формацією кузова ТЗ, Дж;  

Eдеф.2  - енергія, що поглинена пружною де-

формацією шин ТЗ, Дж. 

Максимальну висоту підйому центра мас 

ТЗ можна отримати за формулою: 
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Як правило, енергією, що витрачається на 

пружну деформацію елементів ТЗ, можна зне-

хтувати. Тоді, з виразу (4) можна отримати 

критичну швидкість ТЗ при якій відбувається 

його перекидання внаслідок удару колеса об 

нерухому бічну перешкоду: 
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Вираз (6) дозволяє отримати критичну 

швидкість, при якій наступає перекидання ТЗ 

внаслідок удару об бічну нерухому переш-

коду. 

Однак реальна швидкість руху ТЗ перед 

перекиданням може бути значно вище крити-

чної швидкості (6), необхідної для переки-

дання ТЗ. Для подальшого вивчення механі-

зму перекидання розглянемо механізм пере-

кидання ТЗ від моменту відриву коліс ТЗ до 

моменту, коли центр ваги ТЗ буде на висоті 

hmax.  

Якщо записати рівняння динаміки для обе-

ртового руху ТЗ щодо точки  перекидання, 

можна одержати математичну модель про-

цесу перекидання ТЗ: 
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де J – момент інерції ТЗ щодо точки переки-

дання, що може бути виражений через Jц - мо-

мент інерції ТЗ  щодо поздовжньої осі, що 

проходить через його центр мас: 
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Представимо диференційне рівняння (7) у 

вигляді: 
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У результаті розв’язання рівняння (9) при 

початкових умовах dβ/dt(t=0)=ω0  і β(t=0)=0 

можна одержати вираження для визначення 

кутової швидкості як функції кута повороту у 

вигляді: 
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Вираження (10) дозволяє визначити зміну 

кутової швидкості в процесі перекидання ТЗ. 

Початкову кутову швидкість перекидання 

ТЗ  можна виразити через швидкість руху ТЗ 

на підставі закону збереження енергії, розгля-

нувши момент переходу від поступального 

руху центра мас ТЗ до обертового руху ТЗ на-

вколо точки перекидання. Оскільки зміна по-

ложення центра мас відсутня, потенційна ене-

ргія ТЗ не міняється, а кінетична енергія: 
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Звідси початкова кутова швидкість пере-

кидання ТЗ: 

 

0 sin
m

V
J

   .                     (12) 

 

Розв’язання рівняння (9) дозволяє також 

визначити час перекидання ТЗ як функцію 

кута повороту: 
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Визначення інтеграла в правій частині ви-

раження (13) аналітично приводить до знач-

ного ускладнення рішення, тому визначимо 

його чисельно, застосувавши кусочно-пос-

тійну апроксимацію функцій часу [11]: 
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де Δβ – крок дискретизації по куту повороту, 

n=0..N,  N= βk / Δβ. 

Вираз (14) дозволяє визначити час, за який 

відбудеться перекидання ТЗ.  

Крім  дослідницьких завдань у прямій пос-

тановці, таких, як визначення зміни кутової 

швидкості в процесі перекидання ТЗ  (10) і 

часу, за який відбудеться  перекидання ТЗ 

(14), розроблена математична модель дозво-

ляє вирішувати зворотні завдання:  

1. Визначити мінімальне (критичне) зна-



 

 

 

чення швидкості ТЗ, що приведе до його пе-

рекидання. 

Для цього необхідно розглянути випадок 

хиткої рівноваги, при якому висота центра 

мас ТЗ  h=hmax. При цьому  β = βk, ω=0. У ре-

зультаті з вираження (10) одержимо почат-

кову кутову швидкість при перекиданні ТЗ: 

 

 0 k2 1 cosk      .          (15) 

 

Звідси з урахуванням (11) критична швид-

кість руху ТЗ у момент початку перекидання: 
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З урахуванням того, що k=m·g·hmax/J,  

hmax·cos βk = hц, виходить тотожна рівність ви-

раження (16) і (6), що підтверджує вірогід-

ність результатів, отриманих різними мето-

дами.   

2. Знаючи час перекидання ТЗ, визначити 

його реальну швидкість до перекидання на пі-

дставі виражень (14) і (11). 

Як приклад для чисельного аналізу мате-

матичної моделі процесу перекидання ТЗ роз-

глянемо автобус із наступними основними те-

хнічними характеристиками:  

– висота центра мас ТЗ - hц =0,06 м;  

– колія ТЗ В=2 м; 

– ширина профілю шини колеса Ш=0,2 м;  

– маса ТЗ у спорядженому стані 

m=18000 кг;  

– момент інерції ТЗ  щодо поздовжньої осі, 

що проходить через його центр мас  

Jц=13478 кг·м2.  

Кут наїзду на нерухому бічну перешкоду 

приймемо γ=100. 

У результаті чисельного моделювання 

отримано графіки зміни кутової швидкості від 

кута повороту β у процесі перекидання ТЗ 

(рис. 4). Графіки побудовані при початковій 

швидкості ТЗ 10, 15, 20 і 25 м/с. 

Як видно з рис. 4, при збільшенні кута по-

вороту β кутова швидкість перекидання ТЗ 

зменшується від початкового значення ω0 до 

0 с-1. При цьому за час зменшення кутової 

швидкості до 0 с-1 ТЗ повертається на різний 

кут β. Якщо його величина не перевищує зна-

чення βk=1,071 рад, при якому центр мас ТЗ 

займає крайнє верхнє положення, ТЗ повер-

неться в початкове положення й перекидання 

не відбудеться (криві 1 і 2).   

 

 
Рис. 4. Зміна кутової швидкості ТЗ при 

перекиданні 

 

У випадку, якщо за час повороту ТЗ на кут 

β=βk кутова швидкість не зменшилась до 0, ві-

дбудеться перекидання ТЗ (крива 4). Швид-

кість, при якій  за час повороту ТЗ на кут β=βk 

кутова швидкість зменшилась до 0 є критич-

ною швидкістю ТЗ по перекиданню (крива 3). 

Дана математична модель дозволяє також 

визначити час перекидання ТЗ (час, за який 

центр мас ТЗ переміщується з початкового 

положення в крайнє верхнє положення) як фу-

нкцію швидкості ТЗ (рис. 5). 

При збільшенні поздовжньої швидкості в 

момент початку перекидання ТЗ від 0 до зна-

чення критичної швидкості по перекиданню 

(рис. 5) час перекидання дійсних значень не 

має (значення інтеграла (13) перебувають у 

комплексній площині). Фізично це означає, 

що перекидання ТЗ не відбулося. Після пере-

вищення поздовжньої швидкості ТЗ значення, 

що відповідає  критичної швидкості ТЗ по пе-

рекиданню, час перекидання зменшується зі 

збільшенням поздовжньої швидкості ТЗ. 

 

 
Рис. 5. Час перекидання ТЗ 

 

На рис. 6 показано як залежить критична 

швидкість ТЗ, що приводить до його переки-

дання, від  величини кута наїзду на бічну пе-

решкоду. 
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Рис. 6. Критична швидкість ТЗ при 

перекиданні 

 

Як видно з рис. 6, з ростом величини кута 

наїзду на бічну перешкоду від 0 до 1,571 рад, 

що відповідає діапазону від 0 до 900, мініма-

льна швидкість ТЗ, що приводить до його пе-

рекидання, зменшується. 

 

Висновки 

Таким чином, за допомогою розробленої ма-

тематичної моделі можна визначити як умови 

перекидання транспортних засобів, так і дослі-

дити зміну основних параметрів руху транспор-

тних засобів з початку підйому центра мас тран-

спортного засобу до моменту підняття його на 

максимальну висоту. 

Результати розрахунку критичної швидкості 

відповідно до розробленої математичної моделі 

повністю узгоджуються з результатами, що 

отримані на основі закону збереження енергії. 

Отримано чисельні результати моделювання 

процесу перекидання транспортного засобу. 

Аналіз цих результатів свідчить про їх відповід-

ність фізиці процесу перекидання транспортних 

засобів.      
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Mathematical model for estimation the stability of 

the vehicle's motion on overturning 

Abstract. Problem. During the reconstruction of the 

circumstances of road traffic accidents with vehicles 

overturning, difficulties arise with determining the pa-

rameters of vehicles in the process of their overturn-

ing. This is due to the fact that the recommended cal-

culation methods are often simplified. The main focus 

of such techniques is to determine the minimum speed 

of vehicles, which leads to their overturning. In fact, 

the speed of vehicles before overturning can be signif-

icantly higher. Goal. This paper is dedicated to devel-

oping mathematical model of overturning vehicles 

that makes possible to determine not only the condi-

tions for overturning vehicles, but also other parame-

ters of the vehicle movement in the process of over-

turning. Methodology. The overturning of the vehicle 

occurs as a result of the action of inertial forces after 

collision with an immovable side obstacle. In this 

case, the moment from the force of gravity of the vehi-

cle keeps it from overturning. In the process of over-

turning the vehicle, the moment from the force of grav-

ity decreases due to the decrease in the arm of the 

force of gravity. To compile a mathematical model, the 

basic equation of dynamics during rotational motion 

was used. The mathematical model of a vehicle over-

turning is written in the form of a nonlinear homoge-

neous second order differential equation. An analyti-

cal solution of this equation is obtained. Results. De-

veloped mathematical model makes possible to deter-

mine not only the conditions for overturning vehicles, 

but also other parameters of the vehicle movement 

from the moment the center of mass begins to rise to 

the moment of its maximum rise in the process of over-

turning. For a particular case, when the critical speed 

of a vehicle during its overturning is determined, the 

developed mathematical model fully corresponds to 

the mathematical model based on the law of conserva-

tion of energy. For a specific vehicle, numerical re-

sults were obtained that fully correspond to the phys-

ics of the overturning process. 

Key words: road accident, vehicle, side obstacle, 

rollover, simulation. 
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