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Вступ 
 

За аналогією з тим, як конструктор має бути 
добре обізнаний щодо технології виготов-
лення запропонованих ним виробів, вміти 
видавати завдання на їх виготовлення у стан-
дартній, зрозумілій будь-якому верстатнику 
формі, так і сучасний інженер має знати су-
часні методи розв’язку оптимізаційних задач 
та вміти формулювати ці задачі у точних те-
рмінах. Сучасні конструктори технічних (у 
тому числі і кранових) систем мають бути 
ознайомлені з оптимізаційними задачами, 
способами їх розв’язку та на прикладах на-
вчені методиці їх формальної постановки. 
 
Відомо, що постановка задачі оптимізації/ 
оптимального керування перехідними проце-
сами механічних (кранових) систем тісно 
пов’язана з методикою й обчислювальною 
процедурою її розв’язку; у ряді випадків ек-
вівалентне перетворення чи несуттєва зміна 
постановки кардинально змінює трудоміст-
кість розв’язку. Тому для сучасного інженера 
важливим є не тільки знання методів оптимі-
зації, але й розуміння того, як додавання чи 
відкидання тих чи інших умов вплине на ці 
методи. Подібна ситуація складається при 
виборі дослідником шляху розв’язку конкре-
тної задачі оптимізації, – наприклад, 
розв’язувати її методами класичного варіа-
ційного числення чи використати принцип 
максимуму Л.С. Понтрягіна. Для відповіді на 
таке питання слід знайти і використати спе-
ціальні підходи (зокрема, модульний підхід), 
які дозволяють отримати умови оптимально-
сті й тісно пов’язані з ними обчислювальні 
алгоритми. При такому підході умови опти-
мальності будуються не як система розраху-
нкових співвідношень для задачі конкретно-
го типу, а як правило переходу до таких 
співвідношень, придатне для задачі з будь-
яким сполученням критерію оптимальності й 
тих чи інших типів обмежень. 
 
На думку авторів даної роботи, назріла нага-
льна потреба в аналізі вказаних підходів, які 
використовуються у варіаційних методах оп-
тимізації та оптимального керування неста-
ціонарними коливаннями механічних (зок-
рема, кранових) систем. 

 
Аналіз публікацій 

 
Принцип максимуму для об’єктів, які харак-
теризуються звичайними диференціальними 
рівняннями, розглянуто у роботах [1–9]. 

Аналіз саме цих робіт приведено у даному 
дослідженні. Зазначено розв’язок принципу 
максимуму Л.С. Понтрягіна методами класи-
чного варіаційного числення. Особливу ува-
гу приділено достатнім умовам оптимально-
сті варіаційних задач, а саме: сформульовано 
умови оптимальності і способи задання фун-
кції Кротова [8], рівняння Р. Беллмана [6, 7]. 
Отримано розв’язки останнього у межах ти-
пових моделей динаміки кранових систем, 
які функціонують у перехідних режимах, ко-
трим притаманні нестаціонарні коливання 
значної амплітуди. 

 
Мета та постановка задачі 

 
Метою роботи є відшукання оптимальних 
параметрів перехідного процесу (пуску/галь-
мування) для лінійного об’єкта другого по-
рядку (моделі кранової системи) на відрізку 
часу, який моделює тривалість вказаного 
процесу. При цьому використано підхід ав-
тора [8] (зокрема, функцію Кротова) й отри-
мано аналітичний розв’язок рівняння Р. Бел-
лмана. Для досягнення поставленої мети 
необхідно вирішити такі завдання: 1) про-
аналізувати найпростішу задачу умовного 
оптимуму функціоналу (критерію оптиміза-
ції); 2) привести необхідні умови оптималь-
ності процесу згідно з принципом максимуму 
Л.С. Понтрягіна; 3) встановити зв’язок прин-
ципу максимуму із класичним варіаційним 
численням; 4) вказати достатні умови опти-
мальності у задачах оптимального керування 
механічними системами (умови оптимально-
сті В.Ф. Кротова, метод динамічного програ-
мування Р. Беллмана). 
 
Аналіз варіаційних методів оптимального 

керування 
 
Для отримання умов оптимальності й тісно з 
ними пов’язаних алгоритмів розв’язку задач 
оптимізації функціоналів можна йти двома 
шляхами [6, 7]. Перший з них полягає у фор-
мулюванні умов оптимальності для ряду 
найбільш типових поєднань критерію опти-
мальності й того чи іншого типу обмежень. 
При цьому кожного разу необхідно доводити 
умови оптимальності, з’ясовувати, якою є 
множина порівняння L тощо. 
 
Однак стосовно всієї множини можливих 
постановок такий підхід має суттєві недолі-
ки. По-перше, задача не завжди виявляється 
типовою, й у цьому останньому випадку до-
водиться виводити її умови оптимальності, 
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що для інженера (конструктора, проектува-
льника), а іноді й для математика є зовсім не 
простою задачею. По-друге, неможливо про-
слідкувати вплив вилучення чи додавання 
того чи іншого обмеження на умови оптима-
льності задачі, якщо задача не є типовою. 
 
Другий шлях полягає у використанні моду-
льної [6, 7] форми оптимальності. У варіа-
ційних задачах таке алгоритмічне формулю-
вання умов оптимальності через деяку 
стандартну конструкцію і правило складання 
цієї конструкції з готових модулів є набагато 
актуальнішими, завдяки великому розмаїттю 
різноманітних типів зв’язків і, головне, за-
вдяки тому, що різноманітні функціональні 
складові по-різному входять до умов опти-
мальності. 
 
Нижче розглянуто найбільш ретельно вивче-
ні типові задачі, наведені для цих задач умо-
ви оптимальності та шляхи їх використання, 
дані формулювання й обґрунтування умов 
оптимальності у модульній формі, а також 
буде показано, як випливають з них відомі 
умови оптимальності і як ними користува-
тись для «нетипових» поєднань критеріїв та 
обмежень, характерних для кранових систем, 
що працюють у перехідних режимах пус-
ку/гальмування. 
 
Розглянемо задачу умовного оптимуму фун-
кціоналу (його максимуму) 
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де 0f  – задана функція своїх аргументів; u  – 

функція керування системою; Т – тривалість 
процесу керування; на множині допустимих 
рішень, яка характеризується зв’язками між 
змінними стану х (переміщення, швидкість, 
прискорення, прискорення вищих порядків 
кранової системи) та керуючими змінними u 
у формі диференціальних рівнянь спеціаль-
ного виду 
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і умовами на границях оптимальної траєкторії 

_______

0(0) ; ( ) ; (1, ) ,Tх х х T х nν ν ν ν= = ν =      (3) 
 

а також автономними (незалежними від  
часу t) обмеженнями на керування ( ) uu t V∈ . 
 
Особливості цієї задачі полягають у тому, що 
змінні стану не входять ні до критерію опти-
мальності І, ні до правих частин диференціа-
льних рівнянь, тому граничні умови (3) через 
диференціальні рівняння (2) задають інтегра-
льні обмеження на ( )u t  
 

0

( ( )) 0,
T

I f u t dt Сν ν= − =∫            (4) 

 

де ( ) (0).С х Т хν ν ν= −  
Максимально досяжне значення критерію І* 
(значення задачі) абсолютно не залежить від 
початкових та кінцевих значень вектора х, а 
залежить лише від різниць між ними Ñν . То-
му в задачі (1)–(4) існує рівносильний аналог 
 

0
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______0
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T

T

u

I f u dt С
I f u t dt

n u V

ν ν ν= − =∫
= →
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Після знаходження розв’язку цієї задачі 
* ( )u t  та значення І* можна, підставляючи у 

(2), знайти для заданих початкових умов 
*( )x t . 

 

Поставлена задача для кранових систем є 
важливою не лише сама по собі, але й тому, 
що дозволяє виявити одну з головних особ-
ливостей задач умовного максимуму функці-
оналу, яка полягає у тому, що конструкція, 
аналогічна функції Лагранжа у нелінійному 
програмуванні (НП), повинна бути не стаці-
онарною, а максимальною на оптимальному 
розв’язку. 
 
Задача (5) може мати нескінченну кількість 
оптимальних розв’язків. Покажемо це, для 
чого, припускаючи Т фіксованим (тривалість 
перехідного періоду/режиму кранової систе-
ми), перепишемо його у формі усередненої 
задачі НП ( НП ). Риска над абревіатурою 
(позначення змінної тощо) означає, як зав-
жди, операцію усереднення. Згідно з отрима-
ними у [6, 7] умовами оптимальності усеред-
нених задач оптимальний розв’язок *u  може 
набувати не більше ніж (n+1) базових зна-

чень ( ) *ku  за період Т. Кожне з цих значень 
надає максимуму функції Лагранжа 
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на множині uV . 

Загальний термін часу, протягом якого 

* ( ) *ku u= , дорівнює k Tγ ⋅  (
0

0; 1
n

k k
k=

γ ≥ γ =∑ ). 

Якщо максимум R  на uV  є єдиним, напри-

клад функція R  є опуклою по u , тоді базове 
значення є єдиним; якщо максимумів є кіль-
ка, то при одних і тих самих частках kγ  ке-
рування може мати різний вид, набуваючи 
базових значень у різній послідовності. 

 
На рис. 1 показано розв’язок * ( )u t  для n=2. 

Він має три ділянки постійних значень, які 

відповідають базовим значенням 0( ) *u , 
1( )*u , 2( ) *u . Зображене штриховою лінією 

керування також є оптимальним, оскільки 
задовольняє зв’язкам у формі усередненої 

задачі ( НП ) 
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набуває тих самих базових значень протягом 
тих самих часток kγ  від періоду Т. Зрозумі-
ло, що таких розв’язків можна побудувати 
скільки завгодно багато. 
 

 
 

Рис. 1. Різні оптимальні розв’язки задачі (5) 
 
Введемо у розгляд функціонал 
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який назвемо функціоналом Лагранжа (для 
кранових систем), а його підінтегральний 
вираз 
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назвемо функцією Лагранжа задачі (5). 
 

З тотожності із задачею НП  випливають не-
обхідні умови оптимальності задачі (5): якщо 

* ( )u t  – оптимальний розв’язок задачі (5), 
тоді знайдеться такий вектор 

1( ,..., ,..., )uνλ = λ λ λ , що на оптимальному 
розв’язку функції Лагранжа R  досягає абсо-
лютного максимуму по u  
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Від функцій 
_____

( (0, ))f nν ν =  вимагають непе-

рервності по u , а сам розв’язок шукають у 
класі кусково-неперервних функцій. 
 
Ускладнімо задачу (1)–(3) тим, що будемо 
вважати функції 0f  та fν  залежними не 

тільки від u , але й від t 
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Задача (11), як і раніше, є рівносильною за-
дачі з інтегральними обмеженнями, але 
остання тепер має вигляд 
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Функції 0f  та fν , як і вище, будемо вважати 

неперервними по u  та по t , а розв’язок зада-
чі * ( )u t  – шукати у класі кусково-

неперервних функцій. За цим же правилом, 
як і вище, можна сформувати функціонал 
Лагранжа для задачі (12) 
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0
10

( , ) ( , )

n

T n

S I J

f u t u t dt

ν ν
ν=

ν ν
ν=

= + λ =

 
= + λ φ 

 

∑

∑∫
     (13) 
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й через нього сформувати умови оптималь-
ності її розв’язку: якщо розв’язок задачі (11) 
існує й дорівнює * ( )u t , тоді знайдеться та-

кий вектор 1 2( , , ..., )nλ = λ λ λ , що для кожно-

го [0, ]t T∈  функція Лагранжа 
 

0
1

( , ) ( , )
n

R f u t u tν ν
ν=

= + λ φ∑          (14) 

 
є максимальною по u  в точці *u  
 

* ( ) arg max ( , , ).
uu V

u t R u t
∈

= λ          (15) 

 
Як і вище, ми розглянемо тільки невироджені 
розв’язки і вважатимемо множник 0λ  перед 
I  рівним одиниці. 
 
Зазначимо, що умови (15) за формою співпа-
дають з умовами (10), але якщо останні ви-
пливали безпосередньо з того, що задача (5) 

виявилась усередненою задачею НП , і не 
вимагали доведення, то тепер цього сказати 
не можна. Задача (12) не співпадає із задачею 

НП , оскільки функції, що її визначають, за-
лежать від t. Однак щоб були справедливими 
умови у формі вимоги максимуму функції 
Лагранжа, достатньо, щоб співпадіння з усе-

редненою задачею НП  існувало лише на 
кожному як завгодно малому інтервалі 

1k k kt t+∆ = −  всередині [0, T]. 
 
Умови (10) та (15) є принципово відмінними 
від необхідних умов у формі теореми Куна-
Таккера й випливаючих з них умов оптима-
льності багатостадійних процесів. Вимоги 
стаціонарності функції Лагранжа всередині 
та локальної непокращуваності на границі 
області допустимих значень змінних заміня-
ються у них вимогою максимуму R . Такого 
типу умови зазвичай називають умовами у 
формі принципу максимуму [1]. Вони не ви-
магають диференційованості 0f  та νφ  по u  

й дозволяють шукати * ( )u t  у класі кусково-
неперервних обмежених функцій. 
 
Для задач більш загального вигляду, ніж 
(12), умови принципу максимуму зводяться 
до вимог максимуму R  не за всіма, а тільки 
за частиною шуканих змінних. 

 
Розглянемо задачу оптимізації за критерієм 

 

0
0

( , , ) ( ( )) max
T

I f х u t dt F x T= + →∫     (16) 

 
й умовами у формі диференціальних рівнянь 
 

______

( , , ); (1, ),x f х u t nν ν= ν =&          (17) 
 
де ( )u t  – вектор-функція керуючих змінних, 

а ( )x t  – вектор-функція змінних стану (кра-
нової системи). Керування є обмеженим 
 

( ) uu t V∈                       (18) 
 
і розшукується у класі кусково-неперервних 
функцій. 
 
Задачу (16)–(18) зазвичай називають задачею 
оптимального керування, хоча ця постановка 
включає набагато більш широкий клас задач 
оптимізації. 
 
Необхідні умови оптимальності для задачі 
(16)–(18) було сформульовано Л.С. Понтря-
гіним у 1956 р. після того, як у результаті 
ряду робіт з оптимального керування і, перш 
за все, статей О.О. Фельдбаума [6] було чітко 
усвідомлено той факт, що цій задачі є адек-
ватним цілий ряд реальних постановок і  
що використання методів класичного варіа-
ційного числення для її розв’язку є неефек-
тивним. 
 
Необхідні умови оптимальності задач опти-
мального керування зводяться до таких:  
нехай існує оптимальний розв’язок задачі 
(16)–(18) { *( ), * ( )}u t x t , тоді знайдеться така 

вектор-функція 1( ( ), ..., ( ))ut tλ = λ λ , яка дорі-
внює нулю за межами [0, T], що складена з її 
допомогою функція Лагранжа 
 

0

1 1

( , , , ) ( , , ) ( ( )) ( )

( , , )
n n

R x u t f x u t F x t t T

f x u t xν ν ν ν
ν= ν=

λ = + ⋅δ − +

+ λ ⋅ + λ ⋅∑ ∑& (19) 

 

на оптимальному розв’язку є стаціонарною 
за всіма складовими вектора стану ( )x t  

_____( , *, , )
0; ( 1, )

R x u t
n

xν

∂ λ
= ν =

∂
     (20) 

 
і досягає максимуму за керуючими впливами 
 

* ( ) arg max ( *, , , ).
uu V

u t R x u t
∈

= λ        (21) 
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Функції 0f , fν  й F  є неперервними за всіма 
своїми аргументами й неперервно-диферен-
ційованими по х. 
 
При формулюванні умов оптимальності зру-
чно ввести функцію 
 

0
1

( , , ) ( ) ( , , ),
n

H f x u t t f x u tν ν
ν=

= + λ ⋅∑   (22) 

 
яку зазвичай називають функцією Гамільто-
на. У неї ввійшли всі ті складові функції Ла-
гранжа, що залежать від керуючих змінних. 
Із використанням функції Гамільтона умови 
оптимальності буде подано у формі 
 

_____

( ); ( 1, );
H F

t T k
x xν
ν ν

∂ ∂
λ = − − δ − ν =

∂ ∂
&    (23) 

 
* ( ) arg max ( *, , , ).

uu V
u t H x u t

∈
= λ         (24) 

 
Враховуючи той факт, що при t T>  функція 

( )tλ  дорівнює нулю, а при t T=  її похідна 

має складову у формі δ -функції, можна зро-
бити висновок, що ( )tνλ  при t T=  має роз-

рив першого роду 
F

xν

∂
∂

. Якщо, наприклад, 

F
a

xν

∂
=

∂
, тоді ( )tλ  при наближенні t  до Т 

додатна, у момент Т дорівнює а і стрибком 
зменшується до нуля (рис. 2). Таким чином 
 

_____

( ) ; ( 1, ).
F

T n
xν
ν

∂
λ = ν =

∂
           (25) 

 
Умови максимуму (24) разом з диференціа-
льними рівняннями (23), які мають крайові 
умови (25), утворюють розрахункові співвід-
ношення принципу максимуму Л.С. Понтря-
гіна, котрі, як і будь-які умови оптимальнос-
ті, слід використати разом із рівняннями 
зв’язків (17) та крайовими умовами для них. 
 
Слід зазначити, що змінні задачі виявилися 
розбитими на дві групи. За змінними однієї 
групи, керуваннями, функція R повинна бути 
максимальною, а за другою групою змінних, 
станами, функція Лагранжа на оптимальному 
розв’язку є стаціонарною. Зазначимо також, 
що крайові умови для х та λ  визначено на 
різних кінцях відрізку [0, T]. 
 

 
 

Рис. 2. Характер зміни функції ( )tλ  в околі 

моменту t T=  
 

Основним об’єктом досліджень у класично-
му варіаційному численні є задача 
 

0
0

( , , ) max.
T

I f x x t dt= →∫ &              (26) 

 
Запишемо для неї умови принципу максиму-
му. Для цього введемо позначення: u x= & й 
перепишемо критерій оптимальності як 
 

0
0

( , , ) max.
T

I f x u t dt= →∫              (27) 

 
Функція Гамільтона для задачі (26), (27) за-
пишеться як 
 

0 ( , , ) ,H f x u t u= + λ               (28) 
 
а умови принципу максимуму Л.С. Понтрягі-
на набудуть форми 
 

0 ;

*( ) arg max ( , , , )

f

x
u t H x u t

∂λ = −
∂

 = λ

&
         (29) 

 

на інтервалі (0, T). Функція 0 ( , , )f x u t  може 
бути неперервною, від неї не вимагають ди-
ференційованості по u x= &; сама ж величина 
u  може бути обмежена. 
 
Звузимо клас розглядуваних задач, вимагаю-
чи від 0f  диференційованості не тільки по х, 

але й по x&, а обмеження на x& будемо вважа-
ти відсутніми. Крім того, вимоги максимуму 
H  замінимо необхідною умовою цього мак-
симуму – умовою стаціонарності H  по u . За 
цих припущень ми прийдемо до рівнянь 
 

0

0 0

0

;
0.

0

f
f fdx

f x dt u

u

∂ 
λ = −  ∂ ∂  ∂ → − =  ∂ ∂ ∂ + λ =

∂ 

&

   (30) 
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Рівняння, отримане після виключення λ , є 
рівнянням Ейлера. Його одержано з умов 
принципу максимуму при звуженні класу 
розглядуваних задач та заміні вимог макси-
муму більш слабкими умовами стаціонарно-
сті H  по u . 
 
Вимогу максимуму H  на оптимальному ке-
руванні можна для задачі класичного варіа-
ційного числення переписати як 
 

0 0

( *, *, , ) ( *, , , )

( *, *, ) ( *, , ) ( * ) 0.

E H x u t H x u t

f x u t f x u t u u

= λ − λ =

= − + λ − ≥
   (31) 

 
Якщо замінити λ  з умови стаціонарності H  

на оптимальному розв’язку (30), 0f

u

∂
λ = −

∂
, 

тоді нерівність (31) буде записано у формі 
 

0 0

0

*

( *, *, ) ( *, , )

( *, , )
( * ) 0.

u u

E f x u t f x u t

f x u t
u u

u =

= − −

∂ 
− − ≥ ∂ 

      (32) 

 
Функцію E  називають функцією Вейєршт-
расса, а умову (32) – умовою Вейєрштрасса. 

 

0
0

[ ( ), ( ), , ] max,
T

I f x t u t a t dt= →∫     (33) 

 
де a  – параметр (вектор параметрів), за умов 
 

( , , , ); ;ux f x u a t u Vν ν= ∈&            (34) 
 

______

0(0) ; ( 1, ).x x mν ν= ν =             (35) 
 

Складемо функцію R 
 

0 0

0

( , , , )

( , , , ) ( ) ( ),

R f x u a t x

f x u a t x x t

ν ν
ν

ν ν ν ν ν
ν ν

= λ + λ +

+ λ + λ − δ

∑

∑ ∑

&

%
 (36) 

 
де ( )tδ  – дельта-функція П. Дірака аргумен-
ту t. 
 
До змінних першої групи віднесемо функції 

( )u t , які входять до правих частин диферен-
ціальних рівнянь, оскільки 
 

1 0 0 ( , , , ) ( , , , ).R f x u a t f x u a tν ν
ν

= λ + λ∑    (37) 

 

Умови оптимальності для 0 1λ =  набувають 
вигляду 
 

[ ]{ 0* arg max ( *, , *, )

( *, , *, ) ;

uu V
u f x u a t

f x u a t

∈

ν ν
ν

= +

 
+ λ  

 
∑

        (38) 

 

1

______

0 0 ( );

( ( 1, )).

j j
j j

RR
t

x x

j m

∂∂
= →λ = = − + λ δ

∂ ∂

=

%

    (39) 

 
Оскільки при t<0 ( ) 0j tλ = , а jλ&  при t=0 до-

рівнює δ -функції, то при t=0 (0)j jλ = λ% . На 

правому кінці інтервалу при t<T ( ) 0j tλ = , а 

при t=T вона є неперервною, тому 
 

______

( ) 0;( ( 1, )).j T j mλ = =            (40) 

 
Для всіх (0, )t T∈  маємо 

 
______

1 ;( ( 1, )).j
j

R
j m

x

∂
λ = − =

∂
&            (41) 

 
Насамкінець стаціонарність S по а приводить 
у даному випадку до співвідношень 
 

1

0

0.
T R

dt
a

∂
=

∂∫                        (42) 

 
Умови (38)–(42) утворюють принцип макси-
муму Л.С. Понтрягіна для інтегрального кри-
терію (33). 
 
У тому випадку, коли 0f  і fν  диференційо-

вані не тільки по х, але й по u, а множина uV  
є незамкненою, можна замінити вимогу мак-
симуму 1R  по u вимогою стаціонарності 
(більш слабкою). У цьому випадку ми при-
ходимо до умов оптимальності класичного 
варіаційного числення (30). 

 
Розглянемо задачу оптимізації з критерієм 

 

0
0

0

[ ( ), ( ), ]

( ( ), ) max,

T

I f x t u t t dt

F x T T

= +

+ →

∫              (43) 
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зв’язками між змінними стану процесу ( )x t  і 

керуючими впливами ( )u t  у формі диферен-
ціальних рівнянь 
 

______

( ( ), ( ), ); ( 1, )x f x t u t t nν ν= ν =&        (44) 
 

й обмеженнями виду 
 

( ) ; ( ) ,x ux t V u t V∈ ∈                (45) 
 

накладеними у кожний момент t на х і на u. 
Множини допустимих значень xV  та uV  мо-
жуть залежати від t. Від (класичної) задачі 
оптимального керування (1)–(3) поставлена 
задача відрізняється обмеженістю не тільки 
керувань, але і станів. 
 
Введемо у розгляд довільну диференційова-
ну функцію ( , )x tφ , для котрої, як і для уся-
кої подібної функції, є справедливою рів-
ність 
 

0

( , ) ( ( ), ) ( (0),0),
T

I x t dt x T T x= φ = φ − φ∫&    (46) 

 
і сформуємо допоміжну задачу 
 

^

0 0
0

( , , ) ( , ) ( ( ), )

( (0),0) ( ( ), ) max .u
x

T

u V
x V

S f x u t x t dt F x T T

x x T T ∈
∈

 = + φ + + 

φ − φ →

∫ &

 (47) 

 

Функціонал 
^

S  у цій задачі у силу (46) дорів-
нює функціоналу І, тому задача (47) є еквіва-
лентною безумовній оптимізації І по х й по u 
як по незалежних змінних із урахуванням 
тільки автономних обмежень (45). Задача про 
безумовний максимум функціоналу зводить-
ся до вимог 
 

{ }

[ ]

0

(0)

0
( )

*( ) ( *( ), * ( ))

arg max ( , , ) ( , ) ;

* (0) arg max ( (0),0); *( )

arg max ( ( ), ) ( ( ), ) .
x

x

y V

x V

x T V

y t x t u t

f x u t x t

x x x T

F x T T x T T

∈

∈

∈

= =

= + φ


 = φ =


= − φ

&

   (48) 

 

Уточнімо тепер вид похідної ( ( ), )x t tφ& , обчи-
слюючи її вподовж рівнянь системи (44) 
 

( ( ), ) ( , ) ( , ) ( , , ),t xx t t x t x t f x u tφ = φ + φ ⋅&      (49) 

де ( , , )x f x u t
x ν

ν ν

∂φ
φ =

∂∑ . Якщо тепер у функ-

ціонал 
^

S  підставити замість ( ( ), )x t tφ&  праву 

частину (49), тоді отриманий функціонал 

(позначимо його S%) 
 

0

0

0

( , , ) ( , )

( , ) ( , , )

( ( ), ) ( (0),0) ( ( ), )

T
t

x

f x u t x t
S dt

x t f x u t

F x T T x x T T

+ φ + 
= + +φ ⋅ 

+ + φ − φ

∫%
   (50) 

 

буде дорівнювати критерію оптимальності 
вихідної задачі І (43) лише для таких ( )x t  і 

( )u t , які зв’язані одне з одним рівняннями 
(44), оскільки тільки для них сума двох 
останніх складових у підінтегральному вира-

зі S% дорівнює ( , )x tφ& . 
 
Визначимо множину допустимих розв’язків 
вихідної задачі (43)–(45) через D, а множину 
допустимих розв’язків, що виділяється умо-

вами (45), – через V. Функціонал S% дорівнює 

І на D, тому [7] максимум *S%  функціоналу 

S% на V не менше, ніж максимум І* функціо-
налу І на D 
 

max max *.
y V y D

S I I
∈ ∈

≥ =%               (51) 

 

Рівність досягається тоді, коли максимум S% 
на V виявляється у точці * ( *, *)y x u= , що 

належить D. 
 
Наведені міркування є основою достатніх умов 
оптимальності розв’язку задачі (43)–(45),  
які сформульовано В.Ф. Кротовим [8] (в уся-
кому разі, є обґрунтуванням вказаних умов). 
 
Теорема В.Ф. Кротова зводиться до такого: 
якщо існує така функція ( , )x tφ , неперервна 
за сукупністю аргументів і така, що має не-
перервні частинні похідні по х і t для всіх t, 
за виключенням, можливо, скінченної кіль-
кості перерізів t=const простору ( , )x t , і що 

 

1) підінтегральний вираз функціоналу S% 
(функція Кротова) 
 

0

1

( , , ) ( , )

( , ) ( , , )

t

n

x

R f x u t x t

x t f x u tν
ν=

= + φ +

+ φ ⋅∑

%

             (52) 
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досягає максимуму по х і по u як по незалеж-
нихм зміннихм при *( ); *( )x x t u u t= ∈  при 

майже всіх (0, );t T∈  
 
2) початкове й кінцеве значення х задоволь-
няють вимогам 
 

(0)

0

( )

*(0) arg max ( (0),0);

( ( ), )
*( ) arg max ;

( ( ), )

x

x

x V

x T V

x x

F x T T
x T

x T T

∈

∈

= φ

 − 

=  −φ  

     (53) 

 
3) пара ( * ( ), * ( ))x t u t D∈ , тобто є допусти-
мою за умовами вихідної задачі, тоді 
розв’язок *( )x t , * ( )u t  є оптимальним 
розв’язком задачі (43)–(45). 

 
В умовах теореми В.Ф Кротова нічого не 
сказано про те, яким чином знайти функцію 

( , )x tφ , що забезпечує попадання на множи-

ну D пари *( )x t , * ( )u t , для якої  функціо-

нал S% досягає безумовного екстремуму. Об-
меження, накладені на функцію умовами 
теореми В.Ф. Кротова, є досить слабкими, 
тому для її вибору залишається багато сво-
боди. Тому не менш важливим, ніж сама тео-
рема, є конструктивні шляхи вибору функції 
φ , що задовольняє умовам вказаної теореми. 
 
Вибір ( , )x tφ  здійснимо з умови, щоб мак-
симум функції Кротова по u не залежав від х. 

У цьому випадку S% досягає максимуму по х і 
по u як по незалежних змінних при ( ) *u t u=  

для довільних функцій ( )x t . Адже незалежну 

від х функцію можна вважати за довільних х 
максимальною, як, до речі, й мінімальною по 
х. Таким чином, як *( )x t  можна прийняти 
розв’язок рівнянь (44), отриманий при під-
становці у них *( , )u t x . 
 
Вимога незалежності від х максимуму функ-
ції R% по u має вигляд 
 

0 ( , , ) ( , )
max ( ),

( , ) ( , , )u

t

u V
x

f x u t x t
C t

x t f x u t∈

+ φ + 
= +φ ⋅ 

     (54) 

 
де ( )C t  – деяка функція часу. Цю функцію 

можна прийняти рівною нулю, оскільки як-
що для деякої ( )C t  знайдеться функція 0φ , 

що задовольняє рівнянню (54), тоді знай-
деться і функція 

0
0

( , ) ( , ) ( ) ,
t

x t x t C dφ = φ − τ τ∫            (55) 

 
що, у свою чергу, задовольняє аналітичному 
рівнянню, права частина котрого дорівнює 
нулю. Якщо врахувати це міркування, а та-
кож той факт, що друга складова у (54) не 
залежить від u, отримаємо для розрахунку 

( , )x tφ  рівняння 
 

0 ( , , )
( , ) max .

( , ) ( , , )u
t

u V
x

f x u t
x t

x t f x u t∈

+ 
φ =  +φ ⋅ 

     (56) 

 
У процесі розв’язання цього рівняння поряд з 

( , )x tφ  отримаємо й *( , )u x t  – оптимальне 

керування як функцію часу t і змінних стану х. 
 
Рівняння (56) було отримано Р. Беллманом із 
принципу оптимальності й називається  
рівнянням Беллмана. На жаль, розв’язати рі-
вняння Беллмана аналітично вдається дос-
татньо рідко! 
 
Якщо функцію ( , )x tφ , яка задовольняє (56), 

знайдено, тоді першу з умов теореми Крото-
ва виконано. Для виконання другої умови 

( , )x tφ  обирають так, щоб різниця 

( ( ), ) ( ( ), )F x T T x T T− φ  не залежала від ( )x T  

і для всіх Т перетворювалась у нуль, а функ-
ція ( (0), 0)xφ  не залежала від (0)x . Таким 

чином, для ( ( ), )x T Tφ  маємо 
 

( ( ), ) ( ( ), ).x T T F x T Tφ =           (57) 
 

Незалежність від ( )x T  й від (0)x  гарантує 

максимум за цими змінними. 
 
У рівнянні Беллмана (56) ніде не фігурує 
множина xV . Якщо вона є необмеженою, тоді 

розв’язок рівняння (44), знайдений після під-
становки у них *( , )u x t , отриманого з (56), є 

допустимим. Якщо ж xV  є обмеженою, тоді 

функцію 0 ( , , )f x u t  можна вважати за межа-

ми xV  достатньо великою за модулем і 

від’ємною, що приведе до попадання опти-
мального розв’язку у допустиму область. 
Тим самим третю умову теореми Кротова 
також виконано. 
 
Функція Беллмана ( , )x tφ  являє собою те 
максимальне значення функціоналу І, яке 
можна отримати, якщо початковий стан 
співпадає з точкою х, а час (тривалість) про-
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цесу відраховується від моменту t; * ( , )u x t  є 
тим оптимальним керуванням, яке є необхід-
ним для використання у момент t, якщо сис-
тема опинилась у стані х. 
 
Розв’язок рівняння Беллмана значно усклад-
нюється тією обставиною, що він має у своє-
му складі операцію максимуму. За чисельно-
го розв’язування зазвичай переходять від 
дискретної задачі із заміною частинних похі-
дних відповідними різницями (різницевими 
схемами). Оскільки крайові умови (57) для φ  
задано у кінці інтервалу, то розрахунок здій-
снюють рухаючись від t T=  до 0t = . Під-
креслимо, що, як і для багатостадійних про-
цесів, розв’язок у формі синтезу дозволяє 
побудувати керуючий пристрій, на входи ко-
трого подаються сигнали з датчиків, що ви-
мірюють стан об’єкта х, а виходом є керу-
вання u. 
 
Розглянемо задачу з критерієм 
 

2 2 2
1 1 2 2 1

0

( ) * max
T

I x x u dt= − γ + γ + γ →∫     (58) 

 
та рівняннями зв’язків 
 

1 2 2 2 1

1 10 2 20

; ;

(0) ; (0) .

x x x ax cx bu

x x x x

= = + +

= =

& &
          (59) 

 
Задача має зміст, що полягає в оптимізації 
перехідного процесу (пуску) протягом 

пуску
пуску

*
t

t T t
T

 
= =  

 

%
% , а u – керування крано-

вою системою. У даному випадку остання є 
лінійною системою другого порядку на відрі-
зку * [0, 1]t ∈ . Щодо вагових коефіцієнтів 1γ , 

2γ , 3γ  наведено нижче такі міркування. 
 
Нехай пуск кранової системи адекватно мо-
делює наступна модель (дискретна) із зосе-
редженими параметрами 

 

1 1 1 ( ),Mx x cx F t+α + =&& & %               (60) 
 

де M  – еквівалентна маса кранової системи; 
α  – коефіцієнт в’язкого тертя; c% – жорст-
кість вказаної системи; ( )F t  – сила (керу-

вання), яка залежить від часу; 1( )x t  – змінна 
стану кранової системи (наприклад, відхи-
лення її центру мас від положення рівнова-
ги). Тоді коефіцієнти 1γ , 2γ , 3γ  можна обра-
ти з енергетичних міркувань 

пуску пуску

пуску пуску

2
1 1 1

0 0
1 2 3

1 1
0 0

; ; 1.

( ) ( )

T T

T T

сх х dt х dt

F t х dt F t х dt

α

γ = γ = γ =
∫ ∫

∫ ∫

% & &

& &

(61) 

 

Звичайно, значення вагових коефіцієнтів 
може бути обрано з інших (наприклад, екс-
пертних) міркувань. 
 
Рівняння Р. Беллмана для даної задача запи-
шеться як 
 

1 2

2 2 2
1 1 2 2 3

2 2 1

max

( ) .

u
t

u V

x x

x x u

x ax cx bu

∈
φ = − −γ − γ − γ +

+φ + φ + + &
    (62) 

 

Оскільки обмеження на керування u відсутні 
й вираз, котрий стоїть у квадратних дужках, 
є опуклим за u, знайдемо *( , )u x t  з умови 

стаціонарності цього виразу 
 

2
3

*( , ) ( , )
2 x

b
u x t x t= + φ

γ
           (63) 

 

і підставимо *( , )u x t  у (62) 
 

1

2 2

2 2
1 1 2 2 2

2
2

2 1
3

( ) .
4

t x

x x

x x x

b
ax cx

φ = γ + γ − φ −

−φ + − φ
γ

           (64) 

 

Ми дійшли до диференціального рівняння у 
частинних похідних звичайного типу, в яко-
му немає операції максимуму. Одним зі спо-
собів розв’язку таких рівнянь є задання виду 
очікуваного розв’язку з точністю до коефіці-
єнтів із наступним їх визначенням. Задамо 

( , )x tφ  у формі 
 

2 2
1 1 2 2( , ) 2x t Ax Bx x Cxφ = + +           (65) 

 

й підставимо у (64). Прирівнюючи коефіціє-

нти при 2
1x , 2

2x , 1 2x x  у лівій та правій части-
нах отриманого виразу, знайдемо 
 

1/22 2
3 3 1 3

1,2 2 4 2

1/22 2
3 3 2 3

1,2 2 4 2

2

3

2 4
; (66)

3 9 3

2 4 (4 )
;(67)

3 9 3

3
. (68)

2

c c
B

b b b

a a B
C

b b b

b BC
A Ba cC

  γ γ γ γ  = − ± + 
   

  γ γ − γ γ  

= − ± −  
  


 = − − −
 γ

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Зрозуміло, що два значення 1,2C  відповіда-

ють певному значенню В ( 1B  чи 2B ). Тому, 

враховуючи, що В має два значення, C  має 
чотири значення, а А – вісім різних значень. 
 
Отже у загальному випадку маємо 
 

1/22 2 _____
3 3 1 3

2 4 2

2 4
; ( 1,2 );

3 9 3i

c c
B i

b b b

 γ γ γ γ
= − ± + = 

 
  (69) 

 
1/22 2

3 3 2 3
2 4 2

______

2 4 (4 )
;

3 9 3

( 1,4 );

i
j

a a B
C

b b b

j

 γ γ − γ γ
= − ± − 

 

=

  (70) 

 
2 _____

3

3
; ( 1,8 ).

2
j

k j i

b C
A cC B a k

 
= − − + = 

 γ 
   (71) 

 

Зрозуміло, що коефіцієнти iB , jC , kA  є дій-

сними числами, тому 
 

2 2
3 2 3

4 2

4 (4 )
0.

9 3
ia B

b b

γ − γ γ
− ≥                (72) 

 

Підставляючи 
2xφ  у вираз для *u  

 

1 2 1 1
3 3

*( , ) .
b b

u x t Bx Cx Bx Cx   = + + ≡ +   γ γ
& (73) 

 
Початкове значення (0)x  задано. Тому, під-

ставляючи *( , )u x t  у рівняння зв’язків (59), 

отримаємо *( )x t , яке, завдяки відсутності 
обмежень на х, є допустимим, а за теоремою 
В.Ф. Кротова – оптимальним. Зазначимо, що 
оптимальний розв’язок у формі синтезу (73) 
лінійно залежить від змінних стану ( 1x , 1x&), 
тобто оптимальним регулятором у даній за-
дачі виявляється лінійний регулятор руху 
кранової системи. 
 

Висновки 
 

Приведений аналіз варіаційних методів оп-
тимізації та оптимального керування неста-
ціонарних коливань механічних (кранових) 
систем дозволив сформулювати алгоритм 
пошуку оптимальних розв’язків щодо пере-
хідного процесу (пуску) в межах моделі лі-
нійного об’єкта другого порядку на відрізку 
часу пуск[0, ]t T∈ .  

Використання підходу В.Ф. Кротова та рів-
няння Р. Беллмана дозволило встановити  
основні параметри: а) лінійного регулятора 
руху кранової системи; б) оптимального ди-
намічного стану системи в режим її пуску.  
 
Отримані у роботі результати можуть бути  
надалі використані для уточнення й удоско-
налення існуючих інженерних методів роз-
рахунку оптимальних параметрів пуску кра-
нових систем як у процесах їх проектування/ 
конструювання, так і у режимах реальної 
експлуатації сучасних вантажопідйомних 
кранів, оснащених мехатронними системами 
керування рухом. 
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