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Введение 
 
Радиально-упорные шарикоподшипники ис-
пользуют во многих машинах, в том числе в 
машинах и механизмах, в которых ротор 
нагружен осевым усилием. Если при этом 
необходимо минимизировать вибрации, то 
радиально-упорные шарикоподшипники уста-

навливают с гарантированным осевым под-
жатием, чтобы исключить раскрытие и за-
крытие зазоров между шариками и канавка-
ми подшипников. Это объясняется тем, что 
при закрытии зазора происходит удар шари-
ка по поверхности канавки, что может  
вызвать повышенные вибрации ротора. 
Жёсткость шарикоподшипников нелинейна 
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потому, что она обусловлена контактными 
силами между шариками и канавками, кото-
рые определяются теорией контактных 
напряжений Герца. При анализе динамики 
любой системы в первую очередь надо ре-
шить задачу о свободных колебаниях. Для 
анализа свободных колебаний нелинейной 
системы надо построить скелетные кривые. 
Эффективным методом построения скелет-
ных кривых роторных систем с несколькими 
степенями свободы является метод нелиней-
ных нормальных форм (ННФ) [1]. Этот ме-
тод предполагает представление движения 
системы в виде степенных рядов по фазовым 
координатам. В этом случае все нелинейные 
слагаемые уравнений движения также удоб-
но представить в виде степенных рядов по 
фазовым координатам. Точность такого 
представления нуждается в оценке. 
 

Анализ публикаций 
 
В статье [2] изучено влияние радиального 
зазора и угловой скорости ротора на перио-
дические, субгармонические и хаотические 
колебания. В [3] рассмотрен ротор с диском 
на двух шарикоподшипниках, радиальная 
жёсткость которых принята линейной, по-
строены траектории центра ротора и под-
шипников. Основное внимание статьи [4] 
уделено диагностике повреждений (дефектов 
внутреннего и внешнего колец) подшипни-
ков и их влиянию на динамику ротора.  
 
В работе [5] исследована динамика ротора 
при разных значениях предварительного осе-
вого натяга радиально-упорных шарикопод-
шипников. В работе [6] рассмотрен ротор с 
диском на предварительно нагруженных ша-
рикоподшипниках. Для выбранной частоты 
вращения определяется линеаризованная 
жёсткость путём минимизации невязки рабо-
ты нелинейной силы упругости и линейной 
силы упругости за один период колебаний. 
Далее итерационным путём уточняется 
жёсткость подшипников и решаются линей-
ные уравнения движения. 
 
Нелинейные нормальные формы колебаний 
вала на подшипниках скольжения исследо-
ваны в статье [1]. В статье [7] методом ННФ 
исследованы свободные колебания ротора на 
радиально-упорных шарикоподшипниках с 
предварительным поджатием и получены 
скелетные кривые при разных углах между 
линией действия контактных сил и осью 

подшипника. Поскольку ННФ описываются 
полиномами фазовых координат, то и жёст-
кость подшипников в [7] представлена в виде 
степенного ряда по фазовым координатам. 
 

Цель и постановка задачи 
 
Целью работы является поверка, сходится ли 
решение задачи динамики ротора разложени-
ем нелинейной жёсткости радиально-
упорных шарикоподшипников с предвари-
тельным осевым поджатием в степенной ряд 
к решению задачи интегрированием нели-
нейных уравнений теории Герца. 
 

Расчётная схема 
 
Ротор представляет собой вал с диском, за-
креплённым несимметрично относительно 
опор (рис. 1). Назначение и условия работы 
агрегатов, в которых применяют осевое под-
жатие шарикоподшипников, таковы, что со-
отношение длины и диаметра вала обуслав-
ливает жёсткость вала на порядок больше 
жёсткости подшипников. Поэтому считаем 
вал недеформируемым телом, а степенями 
свободы являются перемещения цапф отно-
сительно внешних колец подшипников. 
 

 
Рис. 1. Схема ротора 

 
Компоненты упругих реакций подшипника 
(рис. 2) вдоль осей zyx ,,  получены в работе 
[8]. Они имеют следующий вид: 
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x , y , z – смещения центра внутреннего 

кольца относительно центра наружного 
кольца; 2,1 – номер обобщённой коорди-
наты цапфы; α – угол контакта (угол между 
линией действия контактных сил и плоско-
стью, перпендикулярной оси вращения под-
шипника);   – угол между координатной 
плоскостью xOz и плоскостью, проходящей 
через ось вращения и центр шарика (рис. 2); 
ν и B  – номер и количество шариков; 0P  – 
сила предварительного осевого натяга; 0z  – 
осевое смещение внутреннего кольца отно-
сительно внешнего кольца от действия силы 

0P . Величина 0z  определяется из геометри-
ческих соотношений в зонах контакта 
    sin2 210 BK dwwRz , 
 
где KR  – поперечные радиусы канавок в 
кольцах подшипника; 1w  и 2w  – сближения 
внутреннего и внешнего колец с шариком по 
направлению линии контакта, вызванное 
предварительным осевым поджатием; Bd  – 
диаметр шарика.  

 
Рис. 2. Схема шарикоподшипника 

 
Сближения вычисляем по формуле Герца [9] 
 

,2,1;3
2  iPbw Kii  

 
где 1b  и 2b – коэффициенты формулы Герца; 

KP  – сила сжатия, действующая по направ-
лению линии контакта 

  sin0 BK PP . 
 
Угол α удовлетворяет уравнению  
   2121 2cos2 RRRdwwR KBK  , 
 
где 1R  и 2R  – радиусы внутреннего и внеш-
него колец, измеренные от оси подшипника 
до середин канавок качения. 
 
Коэффициенты формулы Герца определены 
выражением [9] 
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где 21, FF  – эллиптические интегралы перво-
го и второго рода; 11K , 12K , 21K , 22K  – кри-
визны главных нормальных сечений контак-
тирующих поверхностей; k – корень 
трансцендентного уравнения 
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Величины 1  и 2  зависят от свойств мате-
риалов контактирующих тел. Они определя-
ются следующим образом: 
     2,1;1 2  iEiii , 
 
где i  и iE  – коэффициенты Пуассона и мо-
дули упругости материалов подшипниковых 
колец и шариков. 
 

Уравнения колебаний ротора 
 
Длину вала обозначим l; перемещения сре-
динной линии вала по направлениям коорди-
натных осей  tu x , ,  tu y ,  записываются 
следующим образом: 
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где ζ – координата сечения вала вдоль оси z;  tx1 ,  tx2 ,  ty1 ,  ty2  – обобщённые коор-
динаты, описывающие радиальные переме-
щения цапф; t – время. Внутренние кольца 
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шарикоподшипников совершают как ради-
альные, так и осевые колебания относитель-
но наружных колец. Отметим, что переме-
щения малы по сравнению с длиной вала. 
Тогда продольные колебания ротора вдоль 
координатной оси z можно описать одной 
обобщённой координатой    tztu z  .  
 
Для составления уравнений движения вос-
пользуемся уравнениями Лагранжа второго 
рода. При принятых допущениях выражение 
кинетической энергии вала BT  в виде функ-
ции обобщённых координат будет иметь вид 
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где ρ – плотность материала вала; I – поляр-
ный момент инерции сечения вала; S – пло-
щадь сечения вала; Ω – угловая скорость 
вращения ротора. Кинетическая энергия дис-
ка DT  в виде функции обобщённых коорди-
нат будет 
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где 1I  и 0I  – экваториальный и полярный 
моменты инерции диска; 0m  – масса диска; 

D  – координата диска по оси z. 
 
Из допущения о том, что вал недеформируе-
мый, следует, что потенциальная энергия 
деформации системы представлена только 
энергией деформации подшипников  zyxyx ,,,, 2211 . Производные по-
тенциальной энергии по обобщённым коор-
динатам представляют собой выражения (1). 

Демпфирование, обусловленное смазкой 
опор, описываем функцией Рэлея  
  22
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где C – коэффициент вязкого сопротивления, 
который определяют экспериментально [10]. 
Колебания возбуждаются силой  tQ , , обу-
словленной дисбалансом диска. 
 
В работе [8] показано, что перемещения 
цапф при колебаниях малы по сравнению с 
осевым смещением 0z . Поэтому представим 
выражения (1) в виде степенных рядов по 
обобщённым координатам цапф, ограничив-
шись третьим порядком малости по 0zx , 
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 2tg2 ra cc . 
 
Преобразовав выражения (2)–(5), получим 
уравнения колебаний в матричном виде 
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где M – матрица масс; G – гироскопическая 
матрица; C – матрица демпфирования; K− 
матрица жёсткости; K , K


, K


 и K~  – матри-

цы коэффициентов нелинейной жёсткости;   zyxyx 2211U  – вектор обобщён-
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ных координат. Компоненты векторов  λUU ,  2U ,  ν
2
μUU ,  3U  представляют 

собой произведения обобщённых координат 
второй и третьей степени;  t,Q  – вектор 
правой части. Если вместо разложений (5) 
использовать непосредственно выражения 
упругих сил (1), то уравнения движения 
примут вид  
    ,,t QUKUCUGUM       (7) 
 
где  UK  – вектор, компонентами которого 
являются нелинейные функции (1). Выбор 
уравнений (6) или (7) для дальнейших иссле-
дований зависит от цели работы. 
 

Результаты численных исследований 
 
Для выяснения, насколько близки характери-
стики модели шарикоподшипника, получен-
ной разложением сил упругости в степенной 
ряд, к характеристикам, описываемым фор-
мулами теории Герца, проведено сравнение 
амплитудно-частотных характеристик (АЧХ), 
построенных решением систем (6) и (7). Под 
АЧХ понимаем зависимость полуразмаха 
колебаний от частоты Ω. Характеристики 
строим в безразмерных координатах, кото-
рые определим следующим образом: 

01 zxxA  , 01 zyyA  , 02 zxxB  , 

02 zyyB  , 0zzzA  , 1 , 1 t , 
где 1  – основная резонансная частота лине-
аризованной системы при 15 . 
 
Рассмотрены колебания недеформируемого 
ротора с одним диском. Параметры ротора та-
ковы: l = 0,5 м, ζD = 0,125 м, диаметр вала 
d = 0,025 м, m0 = 10 кг, I1 = 0,1 кгм2, 
I0 = 0,2 кгм2. Ротор вращается на радиально-
упорных подшипниках средней серии по 
ГОСТ 831-75. Стандартом определён ряд из 
пяти разных значений углов контакта α. Ха-
рактерные параметры подшипника таковы: 
радиусы внешней канавки качения R2 для 
углов α, равных 12°, 15°, 26°, 36° и 40° соот-
ветственно, равны 27,5125 мм, 27,5167 мм, 
27,5399 мм, 27,5709 мм и 27,5858 мм; радиус 
внутренней канавки качения R1 = 16,000 мм; 
радиус поперечного сечения канавок  
качения RK = 5,930 мм; диаметр шарика 
dB = 11,510 мм; количество шариков ΝB = 7; 
модуль упругости E  = 2,1·1011 Па; коэффи-
циент Пуассона   = 0,3. 

Характеристики построены методом про-
должения по параметру, в соответствии с 
которым точки АЧХ находятся экстраполя-
цией по предыдущим точкам с определён-
ным шагом по параметру продолжения (ча-
стоте или фазовой координате). На каждом 
шаге результат уточняется итерационным 
методом Ньютона, как показано в работе 
[11]. На рис. 3–7 представлены АЧХ обоб-
щённой координаты By  вблизи основного 
резонанса для каждого из углов контакта α, 
определённого стандартом. На всех рисунках 
характеристики, полученные решением си-
стемы (6), обозначены 1, а характеристики, 
полученные решением системы (7), обозна-
чены 2. АЧХ других координат аналогичны. 

 
 

Рис. 3. АЧХ координаты yB при α = 12° 
 

 
 

Рис. 4. АЧХ координаты yB при α = 15° 
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Рис. 5. АЧХ координаты yB при α = 26° 

 

 
Рис. 6. АЧХ координаты yB при α = 36° 

 

 
Рис. 7. АЧХ координаты yB при α = 40° 

 

Из рисунков видно, что АЧХ, построенные 
решением систем уравнений (6) и (7), прак-
тически совпадают при малых значениях ω. 
В окрестностях резонансных частот ампли-
туды решений систем (6) и (7) заметно отли-
чаются, но сами резонансные пики совпада-
ют по частоте, и можно сделать вывод, что у 
них общие скелетные кривые. 
 
На левых ветвях всех АЧХ в точках, в кото-
рых касательные к кривым параллельны оси 
ординат, появляются седло-узловые бифур-
кации [12]. Выше этих точек штриховыми 
линиями показаны неустойчивые режимы. 
На правых ветвях АЧХ, построенных реше-
нием наших систем, вблизи оснований резо-
нансных пиков появляются бифуркации дву-
мерного тора [12], которые обозначены 
точками на графиках рис. 4, 5. Для других 
углов контакта такие точки бифуркации так-
же появляются, но они не попали в показан-
ные на графиках диапазоны. 
 
Проведенный анализ позволяет определить 
границы применимости предложенной моде-
ли в зависимости от значения силы осевого 
поджатия и амплитуды возмущающей 
нагрузки. При заданной осевой силе 200 Н и 
дисбалансе диска 10–5 м раскрытие зазоров в 
шарикоподшипниках появляется, когда вы-
численные безразмерные обобщённые коор-
динаты достигают значений 0,2–0,25. 
 

Выводы 
 
Исследованная в настоящей работе расчётная 
модель радиально-упорного шарикоподшип-
ника с предварительным осевым поджатием, 
которая основана на разложении контактных 
сил в степенной ряд, позволяет получить до-
стоверные характеристики нелинейных ко-
лебаний ротора. 
 
Из рисунков видно, что построенные реше-
нием систем (6) и (7) АЧХ стремятся к одним 
и тем же скелетным кривым. Предлагаемую 
модель целесообразно использовать для ана-
лиза свободных нелинейных колебаний, в 
частности, методом нелинейных нормальных 
форм. 
 
Применение данной модели к расчёту вы-
нужденных нелинейных колебаний роторов 
ограничено значениями амплитуд, при кото-
рых отсутствует раскрытие зазоров между 
шариками и канавками качения в шарико-
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подшипниках. Такими роторами являются 
роторы гироскопических приборов, шпинде-
ли высокооборотных станков, роторы цен-
тробежных насосов и других машин. 
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