
Вестник ХНАДУ, вып. 71, 2015 59 

УДК 539.3 
 
 

ГРАНИЧНА ПОВЕРХНЯ ЗА ЗАКОНОМ КУЛОНА ПРИ 3-D РОЗРАХУНКАХ 
НЕЖОРСТКИХ ДОРОЖНІХ ОДЯГІВ НА МІЦНІСТЬ 

 
В.О. Богомолов, проф., д.т.н., В.К. Жданюк, проф., д.т.н., А.О. Цинка, асп., 

Харківський національний автомобільно-дорожній університет 
 
Анотація. На основі закону Кулона за напружено-деформованим станом шарів нежорсткого 
дорожнього одягу із дискретних матеріалів запропоновано граничну поверхню, яка може бути 
використана при розрахунках на міцність. 
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Вступ 
 

При розрахунку граничного напружено-
деформованого стану (НДС) шарів нежорст-
кого дорожнього одягу із малозв’язних мате-
ріалів [1] набув поширення критерій міцнос-
ті, який визначається за законом Кулона [2]. 

 
Аналіз публікацій 

 
У практиці розрахунків [3] цей закон викори-
стовується у вигляді 

τmax = C + tgφ·σ,                           (1) 
 
де τmax – максимальні дотичні напруження у 
площині зсуву; С – складова опору зсуву, яка 
не залежить від нормальних напружень і 
умовно називається показником зчеплення;  
φ – кут, традиційно називається кутом внут-
рішнього тертя; σ – нормальні напруження 
стиску на поверхні зсуву. 
 
Така форма подання закону Кулона передба-
чає повну визначеність площини зсуву, що 
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часто має місце при розрахунках плоского 
або осесиметричного НДС елементів дорож-
ньої конструкції, наприклад, при розрахун-
ках нежорсткого дорожнього одягу на опір 
зсуву ґрунтів і шарів із дискретних ма-
лозв’язних матеріалів [1] як шаруватого 
пружного півпростору [1, 3, 4]. 
 
Для таких розрахунків створено достатньо 
широку довідково-нормативну базу даних [1] 
для визначення параметрів С та φ.  
 
При переході до 3-D моделювання та розра-
хунку НДС, наприклад, при врахуванні сил 
тертя у плямі контакту колеса з поверхнею 
покриття нежорсткого дорожнього одягу до-
слідник неодмінно підходить до описування 
НДС через повні тензори напружень і де-
формацій [5], оскільки зовнішнє наванта-
ження (сили тертя у плямі контакту) не осе-
симетричне. 
 

Мета і постановка завдання 
 
Очевидно, що в подібних випадках критерій 
(1) стає «незручним» у використанні, оскіль-
ки повний тензор напружень передбачає 
шість компонент [4]. При цьому стає неви-
значеною площина зсуву (площина розташу-
вання τmax) [2], а також не відомо, яку з ком-
понент брати за σ в (1). Для вирішення 
вказаної проблеми необхідні додаткові роз-
рахунки та рекомендації щодо зміни, допов-
нення та перетворення критерію Кулона з 
метою зручного його використання в 3-D 
розрахунках НДС шарів нежорсткого дорож-
нього одягу з використанням уже існуючої 
довідково-нормативної бази розрахункових 
параметрів.  
 

Перетворення критерію Кулона 
 
Як відомо [2, 7, 8], в методиках експеримен-
тального визначенняя параметрів С и φ [6] 
використовуються так звані кола Мора за 
граничними напруженнями. Типове розта-
шування таких кіл, при випробуваннях на 
тривісний стиск, наведено на рис. 1. 
 
Пряма А1А2 (рис. 1) – це геометричне відо-
браження закону (1). 
 
Із геометричних співвідношень з рис. 1 вид-
но, що величина σ в (1) відповідає значенню 
 

1 3 ,
2

                            (2) 

 
де σ1, σ3 – головні напруження. 
 
Вираз (2) повністю відповідає найбільш пов-
ному формулюванню закона Кулона, наведе-
ному в [2] на стор. 70. 
 
Із теорії пружності відомо [2, 4, 7–9], що 
 

1 3
max .

2
                       (3)  

 
Підставляючи (2) і (3) в (1) та після відповід-
них перетворень, отримуємо критерій міцно-
сті 
 

1 3(1 tg ) (1 tg ) 2 ,C              (4) 
 
який може бути використаний в 3-D розра-
хунках НДС нежорстких дорожніх одягів. 

 

 
Рис. 1. Визначення кута внутрішнього тертя і показника зчеплення за даними випробування на 

тривісний стиск 
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Графічно (4) наведено на рис. 2 у вигляді 
прямої 1 (АВ). 

 
Рис. 2. Графічне наведення перетвореного 

критерію Кулона в координатах σ3 – σ1: 
1 – в області σ3  ≤ –C;  2 – в області  
σ3  > –C 

 
Як показує аналіз граничних кіл Мора, точка 
А на рис. 2 відповідає області НДС за грани-
чними напруженнями при «чистому» стиску 
[σ], точка В – граничному стану при «чисто-
му» зсуві. 
 
З рис. 2 видно, що пряма 1 після значення 
 

σ3  > –C,                             (5) 
 
перетинає вісь 0 – σ1 в точці F, при цьому ця 
точка, за умовами теорії пружності [4, 9],  
відповідає границі міцності при «чистому» 
розтягу матеріалу [σ+]. З цього виникає про-

тиріччя, яке полягає у тому, що відрізок OF 
на рис. 2 не може бути рівним нулю, а вели-
чина [σ+] – може, наприклад, для сипких та 
малозв’язних матеріалів, ґрунтів, тобто дис-
кретних матеріалів. 
 
Таким чином, можна сформулювати область 
використання критерію (4) 

 
σ3  ≤ – C.                              (6) 

 
За умови (5) необхідно мати інший критерій. 
Можна допустити, що це пряма лінія, яка 
проходить через точку В на рис. 2 і перети-
нає вісь 0 – σ1 в точці D, причому 
 

OD = [σ+].                          (7) 
  
Шляхом нескладних алгебраїчних перетво-
рень для прямої BD на рис. 2,  при виконанні 
умови (5), отримуємо 
 

1 3
[ ]( 1) [ ].
C
 

                     (8) 

 
Для матеріалів, у яких [σ+] = 0, нерівність (8) 
вироджується у 

 
σ1 + σ3  ≤ 0.                      (9) 

 
Сполучення нерівностей (4), за умов (6), (8) 
та (5), у подальшому будемо називати грани-
чною поверхнею за законом Кулона. У коор-
динатах головних напружень σ1 – σ2 – σ3 таку 
поверхню частково можна навести у вигляді 
рис. 3. 

  
Рис. 3. Граничні площини модифікованої поверхні Кулона з урахуванням обмежень σ1> σ2  > σ3: 

а – граничні площини, паралельні осі σ2; б – граничні площини з точками НДС шару нежо-
рсткого дорожнього одягу; 1 – площина, яка відповідає прямій 1 на рис. 2; 2 – площина, 
яка відповідає прямій 2  на рис. 2; 3 – точки НДС шару нежорсткого дорожнього одягу;  
A, В, D – точки, які відповідають точкам A, В, D на рис. 2 
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Геометричний сенс прямих (4), (8) в коорди-
натах σ – τ (дивись (1)) полягає в апроксима-
ції обвідної граничних кіл Мора (рис. 4) [7] 
двома прямими (рис. 5). 
 

А – точка з координатами [ ]( ;
2
  [ ]),

2
 що 

відповідає методиці, запропонованій в [2];  

1 – граничне коло Мора, що відповідає колу 
1 на рис. 1; 2 – граничне коло Мора, що від-
повідає колу 2 на рис. 1; 3 – граничне коло 
Мора, що відповідає границі міцності при 
«чистому» розтягу [σ+] [7]; 4 – пряма, що ві-
дповідає прямій A1A2 на рис.1; 5 – пряма, що 
відповідає критерію (8), в координатах σ – τ  
має вигляд 

 

 
 

Рис. 4. Обвідна граничних кіл Мора 

 
Рис. 5. Граничні прямі з урахуванням знаку σ (стиск «–», розтяг «+») 

 

max
2(1 ) ;

[ ]
C C


                (10) 

 
де C, φ – параметри виразу (1), показані на 
рис. 1. 

 
Висновки 

 
Запропоновано граничну поверхню за зако-
ном Кулона, яка може бути використана  при 
3-D розрахунках НДС нежорстких дорожніх 

одягів (на опір зсуву в ґрунтах і шарах з ма-
лозв’язних матеріалів). 
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