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Вступ 
 

Питання курсової стійкості руху автомобілів 
(КСР) з урахуванням поздовжніх сил, що  
діють у контакті коліс із дорогою, є актуаль-
ними, оскільки наявність таких сил призво-
дить до зміни параметрів стійкості автомобі-
ля при його русі.  
 

Аналіз публікацій 
 

Раніше велися дослідження в цьому напрямі 
[1], але при цьому використовувалася вело-
сипедна модель автомобіля, яка, на жаль, не 
враховувала перерозподілу навантаження на 
колесах. Також спроби дослідження впливу 

тягової сили на стійкість можна знайти в ро-
боті Томаса Гильєспі [2], але в цій роботі бу-
ла лінійна постановка завдання. 
 

Мета і постановка задачі 
 
Метою роботи є дослідження КСР автомобі-
ля з урахуванням поздовжньої тягової сили, 
що діє на колесах передньої осі, і перерозпо-
ділу навантаження на колесах. 

 
Моделювання руху 

 
Чисельне моделювання динаміки виконане 
для легкового автомобіля Opel Vectra C, який 
використовувався в експериментальних дос-
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лідженнях. Проведена серія заїздів (у вико-
наному раніше експерименті) у коловому 
усталеному режимі руху дозволила визначи-
ти середню величину коефіцієнта зчеплення.  
 
Як вихідні було взято такі дані:  
g = 9,81 м/с2; відстані від центру мас автомо-
біля до передньої й задньої осей відповідно  
a = 1,273 м, b = 1,427 м; коефіцієнти відве-
дення передньої й задньої осей автомобіля  
відповідно k1 = 32240 Н/рад; k2 = 27186 Н/рад; 
m = 1771 кг.  
 
Розглянемо випадок руху X1 ≠ 0, X2 = 0, де X1, 
X2 – тягове зусилля на передній і задній осях 
відповідно. Одержимо наступну систему кін-
цевих рівнянь, яка визначає параметри кру-
гових режимів руху (u*, *) за фіксованих 
значень швидкості автомобіля v = const і кута 
повороту керованих коліс  = const. 
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де Y11, Y12, Y21, Y22 – бічна сила відведення в 
плямі контакту на колесах передньої й зад-
ньої осей автомобіля, Н; ω – кутова швид-
кість автомобіля, рад/с.; u – бічна складова 
швидкості центру мас автомобіля м/с; m – 
маса автомобіля, Н. 
 
Для спільності системи, як було показано 
раніше, необхідна наявність 1 0X  . Під 1X  

слід розуміти варіацію тягового зусилля 
1( )X v , а тягове зусилля 1( )X v  забезпечує 

реалізацію необхідної поздовжньої складової 
швидкості руху v (чисельно 1( )X v  дорівнює 

сумарній силі опору руху за швидкості )v  
[3]. Таким чином, лінеаризована система, яка 
визначає стаціонарні рішення, не буде зале-
жати від 1X . 
 
Вихідна нелінійна система (на основі лінеа-
ризації кута повороту θ і стаціонарних режи-
мів ( 0;   0;   0u       )) 
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Оскільки враховане 0,  одержимо таке 
рівняння: 1 2 10 cos( ) sin( ),aY bY aX      яке ви-
значає безліч стаціонарних режимів і може 
бути розв’язане відносно діючих бічних сил. 
 
Інтегрування вихідної системи рівнянь здій-
снене за допомогою програмного забезпе-
чення Maple. Для цього вихідну систему рів-
нянь було записано в «машинному» вигляді, 
за умови жорсткості керуючого колісного 
модуля автомобіля й усталеного руху (збіль-
шення сил інерції компенсується за рахунок 
зміни тягової сили). При цьому, згідно з не-
лінійною теорією відведення, бічні сили ви-
значаються (4) 
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а перерозподіл навантаження на колесах 
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де l – база автомобіля, м; H – ширина колії, 
м; h – висота центру мас автомобіля, м. 
 
При цьому кожний з режимів моделювався за 
тим або іншим законом повороту керма ав-
томобіля. Для комп’ютерного моделювання 
найбільш типового повороту автомобіля на 
180, що рухався перед цим прямолінійно, 
закон керування керованими колесами зада-
ється у вигляді [4] 
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де [0; t0] і [t2; tk] – час руху автомобіля по 
прямій до входу в поворот і після виходу з 
повороту відповідно; [t0; t1] – інтервал часу 
входу в поворот, керовані колеса автомобіля 
рівномірно повертаються зі швидкістю  
 = 0,05 с–1; [t1; t2] – інтервал часу руху авто-
мобіля по колу (може бути відсутній); [t2; t3] 
– інтервал часу виходу автомобіля з поворо-
ту (керовані колеса рівномірно повертаються 
в нейтральне положення). 
 

Для моделювання поведінки автомобіля в  
такому повороті приймалися швидкості від  
25 км/год до втрати курсової стійкості руху 
за рахунок кута повороту керованих коліс від 
  5,0–15 град (при куті близькому до  
12 град, згідно з нелінійною теорією введен-
ня, збільшення кута не приводить до зміни 
бічних сил відведення коліс автомобіля). 
 
Моделювалася траєкторія руху центру мас 
автомобіля й інші параметри, такі як змінні 
u, , i, що дозволяло визначити радіус руху 
автомобіля при повороті, що встановився.  
За збільшення швидкості руху до  
v = 35 км/год, що відповідає випадку v > v* 
(v* – швидкість появи зносу задньої осі авто-
мобіля за рахунок перерозподілу наванта-
ження по бортах), для поведінки змінних ха-
рактерним є ріст амплітуд коливального 
процесу для кутової й бічної швидкостей 
центру мас автомобіля, що призводить до 
порушення стійкості руху автомобіля. 
 
Отримані залежності кутів відведення коліс 
осей було покладено надалі в основу розра-
хунків бічних сил на колесах автомобіля й 
визначення числових значень коефіцієнтів 
використання сил зчеплення на цих колесах. 
 
Про стійкість автомобіля в несталих режимах 
можна судити й за величиною бічних прис-
корень центру мас (рис. 1–5). Ці прискорення 
визначалися шляхом розв’язання вихідної 
нелінійної системи диференціальних рівнянь. 
За величиною прискорень визначався режим 
руху. Режим руху вважався стійким, якщо 
прискорення центру мас автомобіля не пере-
вищувало значення 4,5 м/с2. У випадку руху 
автомобіля за закритичної швидкості  
v = 37 км/год  (рис. 6, 7). 

 

 
 
Рис. 1. Траєкторія руху автомобіля категорії М1 під час виконання маневру «розворот» 25 м за 

швидкості руху 25 км/год 

– траєкторія центру автомобіля; 
– траєкторія центру мас; 
– габарити автомобіля; 
– коридор руху автомобіля при вико-
нанні маневру «розворот». 
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Рис. 2. Параметри руху автомобіля під час виконання маневру «поворот» за швидкості  

25 км/год: а – зміна кута повороту коліс (θmах = 0,1 рад); б – зміна кутової швидкості руху 
автомобіля (ωmах = 0,3 рад/с); в – бічне прискорення й бічна складова швидкості руху 
центру мас автомобіля (Umах = 2,105 м/с2, umах = 0,09 м/с) 

 
 

             
а       б 

 

Рис. 3. Параметри руху автомобіля під час виконання маневру «поворот» за швидкості  
25 км/год: а – зміна кута відведення коліс (δmах=4,46 град на задньому зовнішньому коле-
сі); б – зміна бічних сил, які діють на колеса автомобіля (Ymах=935 Н – сила, що діє на пе-
редньому внутрішньому колесі) 

 
 

 
 
Рис. 4. Параметри руху автомобіля під час виконання маневру «поворот» за швидкості  

25 км/год: вертикальне навантаження на колесах передньої (N11, N12) і задньої (N21, N22) 
осей 

t, c 

δij, рад 

t, c 

Yij, H 

Nij, H 

t, c 
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Рис. 5. Параметри руху автомобіля під час виконання маневру «поворот» за швидкості  

35 км/год: а – зміна кута повороту коліс (θmах = 0,08 рад); б – зміна кутової швидкості руху 
автомобіля (ωmах = 0,61 рад/с); в – бічне прискорення й бічна складова швидкості руху 
центру мас автомобіля (Umах = 4,45 м/с2, umах = 5,05 м/с) 

 

   
 

а                                                                               б 
 

Рис. 6. Траєкторія руху автомобіля категорії М1 під час виконання маневру «розворот» 25 м:  
а – за швидкості руху 35 км/год; б – за швидкості руху 37 км/год 

 
 

               
 
                          а                   б                                                     в 
 
Рис. 7. Параметри руху автомобіля під час виконання маневру «поворот» за швидкості  

37 км/год: а – зміна кута повороту коліс (θmах = 0,15 рад); б – зміна кутової швидкості руху 
автомобіля (ωmах = 0,85 рад/с); в – бічне прискорення й бічна складова швидкості руху 
центру мас автомобіля (Umах = 6,105 м/с2, umах = 6,1 м/с) 
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Висновки 
 

Вищенаведена модель руху автомобіля 
(враховано поздовжню тягову силу на 
передній осі) дозволяє оцінити фазові зміни, 
що характеризують неусталений рух (u, , 
бічне прискорення ay), кути відведення коліс, 
а також визначити значення параметрів 
керування, за яких відбувається втрата 
стійкості руху ТЗ (обмеження за поздовж-
ньою складовою швидкості центру мас v). 
Слід зазначити, що запропонована модель 
ураховує також перерозподіл навантаження 
на колесах і вплив коефіцієнта відведення ki 
залежно від навантаження. 
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