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Аннотация. Рассмотрена задача оценивания параметров выходного сигнала дискретной ли-
нейной динамической системы. Для ее решения строится оценка автокорреляционной функции  
системы и функции спектральной плотности. 
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Введение 
 
Характерной особенностью стохастических 
моделей динамических систем управления 
является то, что случайные помехи, как пра-
вило, входят в них в виде шума измерителя; 
эта особенность сильно отражается на про-
цессе построения модели по эксперимен-
тальным данным. Определение оценок пере-
менных состояния и параметров, а также их 

статистических характеристик представляет 
собой важную и трудно решаемую задачу. В 
данной статье получены решения  некоторых 
частных задач указанного типа. 
 

Постановка задачи 
 
Пусть дискретная динамическая система 
описывается в виде линейных дискретных 
уравнений динамики и измерителя 



( 1) ( , 1, ) ( ) ( , 1, ) ( )x t t t x t G t t u t+ = Φ θ + + θ + , 
                                (0) 0x = ,                          (1) 
 

( 1) ( 1) ( 1)y t H x t t+ = ⋅ + + ν + .          (2) 
 
Здесь х – n-мерный вектор переменных со-
стояния системы, u – r-мерный входных сиг-
налов, y – m-мерный вектор наблюдения, 

( 1)tν +  – белая гаусcовская последователь-
ность с нулевым средним и положительно 
определенной ковариацией. 
 
Пусть мы находимся в рамках описания сис-
темы в виде линейной дискретной модели в 
пространстве состояний (1), (2), без учета 
помех динамики и нулевом начальном со-
стоянии. Для дальнейших рассуждений ( )x t , 

( )u t , ( )y t  – переменные состояния динамики 
системы стохастического управления с ин-
тенсивностью помехи 2

uσ  (входа системы) и 
наблюдения (выхода измерителя) соответст-
венно; ошибка измерителя предполагается 
белой гауссовской, с характеристиками 

2(0, )νσ ; N – число дискретных наблюдений. 
 
Требуется уточнить оценку параметра θ  из 
(1), (2). Пусть для стохастической системы 
оценка €θ  – некоторая МНК-оценка для истθ . 
Точность оценки θ  в процедуре идентифи-
кации можно охарактеризовать детерминан-
том нормализованной ковариационной мат-
рицы NV  относительно оценки €θ  с помощью 
соотношения 
 

detN NJ N V= ⋅ .                      (3) 
 

Когда N →∞ , требуется определить авто-
корреляционную функцию (АКФ) стацио-
нарной, эргодической входной последова-
тельности ( ){ }, 0,1,2,..., 1u i i N= − , которая 
минимизирует функционал (3) объекта при 
ограничении мощности помехи и мощности 
входного сигнала 2 2

νσ ≤ σ , 2 2
u Uσ ≤ σ , где 

2 2, uνσ σ  – помехи измерителя и входного 
сигнала, 2 2, Uσ σ – допустимые мощности. 
 

Методика решения задачи 
 
Исходные соотношения в динамическом 
описании объекта сведем к зависимости типа 
регрессии 

( ) ( )1

1

t
j

j
x t F G u t j−

=
= ⋅ ⋅ −∑           (4) 

 
или, подставив (4) в (2), получим 
 

1

1
( ) ( ) ( ), 1,

t
j

j
y t H F G u t j t t N−

=
= ⋅ ⋅ ⋅ − + ν =∑ . (5) 

 
Обозначим постоянные множители перед 
элементарными переменными управления 
через переменные jg , т.е. 
 

1 , 1,j
jg H F G j N−= ⋅ ⋅ = . 

 
Тогда соотношение (5) запишется в виде 
 

1
, 1,

t

t j t j t
j

y g u t N−
=

= ⋅ + ν =∑ .         (6) 

 
В соотношении (6) ,t tu y  являются наблю-
даемыми входом и выходом соответственно, 

tν  – белая гауссовская шумовая последова-
тельность с нулевым средним и дисперсией 

2
νσ . Теперь предположим, что неизвестные 

импульсы jg  могут быть представлены в 
следующем виде: 
 

( )

1

n
k

j k j
k

g a g
=

= ⋅∑ ,                       (7) 

 

где ( ) , 1,2,...,k
jg k n=  являются известными 

импульсами некоторых простых соотноше-
ний; ( )1 2, ,..., T

na a a a= ; T  – обозначает опе-
рацию транспонирования. Для линейной сис-
темы (6) МНК – оценки неизвестных 
параметров есть величины 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ( , ,..., )T

na a a a= . 
Точность в процедуре идентификации фор-
мально задается в виде (3) с учетом 2 2

νσ ≤ σ , 
2 2
u Uσ ≤ σ . При этом ковариационная матрица 

ошибки NV  связана с МНК – оценкой â  и 
имеет вид 
 

2 1( )T
N N NV E x x −

ν= σ ⋅ ⋅ ,               (8) 
 

где E – оператор усреднения, T
Nx  есть 

матрица размера (n*N), для которого ( , )k t -й 
элемент имеет вид 
 

( ) ( )

1

t
t k

k j t j
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x g u −
=

= ⋅∑ , 1, , 1,2,...,t N k n= = . (9) 

 



Обозначая 1
N NN V W −⋅ = , имеем в соответст-

вии с (8) 
 

( )2
1 T

N N NW E x x
Nν

= ⋅ ⋅
σ ⋅

.          (10) 

 
Во-первых, требуется определить выраже-
ние для элементов ,( ; , 1,2,..., )k lW k l n=  мат-
рицы NW  в соотношении (10). Используя (7), 
мы можем записать 
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Для N →∞  относительно эргодической и 
стационарной входной последовательности 
из (11) мы получим 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

, 2
1 1

limN k lu
k l p m uN p m

w E g g r s
∞ ∞

→∞ = =ν
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∑ ∑ , (12) 

 
где ( )ur s , ( ) 2, us p m= − σ  являются норма-
лизованной АКФ и вариацией исходного 
процесса соответственно. Пусть 

1 1lim NN
w w− −

→∞
= , тогда мы имеем 

 
2

2det detuw n
ν

⎛ ⎞σ
= ⋅ ⋅ ξ⎜ ⎟σ⎝ ⎠

,            (13) 

 
где ( , )k l -й элемент ,k lh  матрицы Н есть 
 

( ) ( ) ( ),
1 1

k l
k l p m u

p m
E g g r s

∞ ∞

= =
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В результате всех вышеприведенных рассу-
ждений, задача оптимизации состоит в том, 
чтобы найти АКФ входного процесса, кото-
рая максимизирует (13), или иначе формаль-
но это можно записать в виде 
 

         
( )

max det
ur s

ξ ,                  (15) 

для 2 2(0)u urσ = = σ , связанной с ограничени-
ем 2 2

νσ ≤ σ , 2 2
u Uσ ≤ σ . 

 

Решение данной задачи позволяет получить 
оптимальную АКФ *( )ur s  входного процесса.  
 
Пусть мы находимся в рамках постановки 
задачи планирования входного сигнала, ко-
гда система описывается соотношениями (1), 
(2). Для оценивания параметров θ  будем ис-
пользовать критерий D-оптимальности 
 

det M,J =  
 
где М – информационная матрица Фишера, 
которая выражается следующим образом: 
 

2

M T
LE

⎧ ⎫∂
= − ⎨ ⎬

∂θ⋅∂θ⎩ ⎭
,                (16) 

 
гдe L – так называемая функция правдоподо-
бия [2]; {}E ⋅ – оператор усреднения по про-
странству выборок при приближенно задан-
ной оценке параметров θ . 
 
Если поделить М на число опытов, то полу-
чим нормированную информационную мат-
рицу плана, которая при соблюдении усло-
вия некоррелированности откликов во 
времени играет в процедуре планирования 
эксперимента роль { }M ε  плана ε  [2]. 
 
В [1] показано, что только представление 
соотношений (1), (2) в форме уравнений дис-
кретного фильтра Калмана идентифицируе-
мо. Такое обобщение мы вправе сделать, ис-
ходя из однозначного взаимоперехода между 
дискретной и непрерывной моделью. Исходя 
из этого, оценку предсказания по Калману-
Бьюси-Острему [2] определим в виде  
 

ˆ( ) ( ) (1),..., ( 1)x t E x t y y t⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ;         (17) 
 

1
2 ˆ( ) ( ) ( ( ) ( ))Tt H P H R y t H x t

−
γ = ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ;  (18) 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )ˆ ˆ T
P x t x t x t x t⎡ ⎤= − ⋅ −⎢ ⎥⎣ ⎦

.      (19) 

 
Тогда соотношения для модели динамики (1) 
и измерителя (2) с учетом (17), (18) можно 
записать в виде 
 

( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ1 Фx t x t G u t K t+ = ⋅ + ⋅ + ⋅ γ ,    (20) 
 

ˆ( ) ( ) ( )y t H x t t= ⋅ + ⋅γ∑ ,            (21)  
 



где                   ( )
1
2TH P H R

−
= ⋅ ⋅ +∑ .        (22) 

 
Выражение (23) с учетом (27) запишется как 
 

( ) ( ) ( )( )1 ˆt y t H x t−γ = ⋅ − ⋅∑ .       (23) 
 
Далее 
 

1TK Ф P H −= ⋅ ⋅ ⋅∑ ;         (24 а) 
 

Ф Ф Г ГT T TP P K K Q= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ . (24 б) 
 
Дальше получим 
 

( ) ( ) ( ) ( )Фnz x n K n x n G u n⋅ − ⋅ γ = ⋅ + ⋅ ; (25) 
 

( ) ( ) ( )y n H x n n= ⋅ + ⋅γ∑ ,          (26) 
 

где                       ,..., 1
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Здесь ( )x n  обозначает компоненту ряда Фу-

рье для ( )x t  с частотой 2 n
N
⋅ π ⋅  и, соответст-

венно, для других переменных. Из (25) и (26) 
следует 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

Ф П

Ф

n

n

y n H z I u n

H z I K n

−

−

= ⋅ − ⋅ +
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( ) ( ) ( ) ( )1 2, ,nT z n u n T z n= θ ⋅ + θ ⋅ γ ,       (27) 
 

где          ( ) ( ) 1
1 , Фn nT z H z I G−θ = ⋅ ⋅ − ⋅ ;     (28) 

 

( ) ( ) 1
2 , Ф .n nT z H z I K−θ = ⋅ ⋅ − ⋅ + Σ   (29) 

 
Логарифм функции правдоподобия ( )L θ  
может быть записан как 
 

( ) ( ) ( )

( )

1

0
Re *

2

log log 2 .
2

N

n

NL n n N

N
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=
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∑
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Элементы информационной матрицы Фише-
ра определяются из выражения 

( )

0

ij Y
i j

L
M E θ

θ=θ

⎡ ⎤∂ θ
= − ⎢ ⎥

∂θ ⋅∂θ⎢ ⎥⎣ ⎦
, , 1,i j m= ,    (30) 

 
где математическое ожидание берется отно-
сительно пространства наблюдений (выбо-
рок) ( ) { ( ); 0, }Y t y t t N= = и 0θ , которое яв-
ляется априорной оценкой параметра θ . Из 
(30) имеем  
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Теперь получим соотношение для второй 
производной от функции правдоподобия 
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Выводы 

 
В статье получен метод решения задачи актив-
ной идентификации во временной области на 
основе оптимизации автокорреляционной 
функции (АКФ) входного сигнала. Для частного 
представления модели динамики, например, в 
виде регрессионной модели, поставлена и пред-
ложена методика решения задачи активной 
идентификации на основе оптимизации АКФ.  
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