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Аннотация. Рассмотрены некоторые вопросы синтеза оптимального управления на основе 
игрового подхода. Предполагается, что априорная информация о возмущениях ограничена 
лишь множеством их возможных значений, при этом необходимо гарантировать приемлемое 
качество управления при любых возможных реализациях возмущений.  
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Анотація. Розглянуті деякі питання синтезу оптимального управління на основі ігрового під-
ходу. Передбачається, що апріорна інформація про збурення обмежена лише множиною їх 
можливих значень, при цьому необхідно гарантувати прийнятну якість управління при будь-
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Abstract. Some questions of synthesis of optimal control based on the game approach are considered. 
It is supposed that the prior information concerning the perturbation action is limited to some set of 
probable values and at the same time it is necessary to guarantee an acceptable quality of control at 
any possible realizations of perturbation. 
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Введение 
 
Подавляющее большинство современных 
систем управления проектируются и функ-
ционируют в условиях априорной неопреде-
ленности как относительно их структуры и 
(или) параметров, так и относительно дейст-
вующих на объект возмущений. В настоящее 
время наиболее распространен стохастиче-
ский подход к проектированию систем 

управления. Управление при таком подходе 
ищется из условия обеспечения в среднем 
приемлемого качества процессов. 
 
Однако стохастический подход не всегда оп-
равдан, к тому же он не может гарантировать 
обеспечения заданного качества системы при 
любом возможном сочетании неопределен-
ных факторов. В связи с этим все более ши-
рокое распространение получает так назы-



ваемый минимаксный, или игровой подход к 
проектированию систем управления, соглас-
но которому управление ищется из условия 
минимума некоторого критерия качества и в 
предположении, что характер действия неоп-
ределенных факторов будет его максимизи-
ровать. При этом гарантируется, что качество 
процессов останется приемлемым при любых 
возможных реализациях факторов неопреде-
ленности. Это особенно важно при управле-
нии, например, транспортными средствами 
или энергетическими установками, когда да-
же единичное отклонение управляемых па-
раметров сверх определенных пределов мо-
жет привести к трагическим последствиям. 
 

Анализ публикаций 
 
Как уже отмечалось, в последнее время во-
просу синтеза управления на основе игрово-
го подхода уделяется достаточно большое 
внимание [1–5], при этом получены значи-
тельные результаты. Однако на практике 
рассматриваемый подход используется край-
не редко. Это связано как с тем, что в боль-
шинстве своем эти результаты имеют доста-
точно общий характер и не учитывают 
особенностей конкретных приложений [5], 
так и с тем, что многие предлагаемые алго-
ритмы управления весьма сложны и их реа-
лизация сопряжена с определенными труд-
ностями вычислительного плана. 
 
В данной статье рассматриваются некоторые 
практические вопросы синтеза оптимального 
управления системой в условиях неопреде-
ленности относительно внешних возмуще-
ний на основе игрового подхода. 
 
Постановка задачи и способ ее решения 

 
Будем считать, что модель объекта известна 
с достаточной точностью и приведена к виду 
 
 ( 1) ( ) ( )n n n+ = +X AX BU ; (1) 
 
 ( 1) ( 1)n n+ = +Y CX , (2) 
 
где Х – вектор координат состояния размер-
ности (m×1); U – вектор управляющих воз-
действий (p×1); Y – вектор выходных коор-
динат объекта (q×1); А, В и С – матрицы 
соответствующих размерностей, n – моменты 
квантования, n = 0, 1, 2, … 
 

Остановимся на вопросе определения опти-
мального управления. Перед обсуждением 
этой проблемы сделаем следующее замеча-
ние. Допустим, в процессе функционирова-
ния системы наблюдаются последовательно-
сти управлений U(0), U(1), U(2), … и 
выходных координат объекта Y(0), Y(1), 
Y(2), … . Регулятор в каждый момент кван-
тования n по последовательности измерен-
ных значений Y(n–j), …, Y(n–1), Y(n) вос-
станавливает координаты состояния объекта 
X(n) и по ним вырабатывает какую-то после-
довательность управляющих воздействий 
U(n), U(n+1), U(n+2), …, которая обусловит 
оптимальную в каком-то определенном 
смысле последовательность состояний 
X(n+1), X(n+2), X(n+3), …, приводящую сис-
тему в желаемый режим. Регулятор приме-
нит U(n). Но уже в момент квантования n+1, 
ввиду того, что на систему действуют неконт-
ролируемые возмущения Λ(n) = {λ1, … , λs}, 
вместо предполагаемого состояния X(n+1)  
(и выходных координат Y(n+1)) система по-
падет в другое состояние. Дальнейшее ис-
пользование найденных ранее управлений 
U(n+1), U(n+2), U(n+3), … станет нецелесо-
образным и их нужно определять заново. Та-
ким образом, очевидно, что при выработке 
управляющего воздействия U(n) регулятор 
должен учитывать, что на систему дополни-
тельно к его воздействию подействуют и 
возмущения Λ(n). 
 
Будем считать оптимальными переходные 
процессы, на которых суммарная оценка 
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достигает минимума. Здесь Q – неотрица-
тельно определенная симметричная матрица 
(m×m); R – положительно определенная 
симметричная матрица (р×р); Т – символ 
транспонирования. 
 
Решим задачу синтеза оптимального управ-
ления, которое обеспечит устойчивость 
замкнутой системы и ( )min ( )

n
J nX  при дви-
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Зависимость min J от X(n) определяет функ-
ция Ляпунова 
 

 ( ) TV =X X PX ,  (5) 
 
где Р – положительно-определенная симмет-
ричная матрица (m×m). 
 
Тогда при действии возмущений Λ(n) поста-
вим задачу синтеза следующим образом [3, 4]: 
найти алгоритм определения управляющего 
воздействия U(n) (на каждом такте квантования), 
минимизирующего функцию удельных потерь 
 

 ( ) 2( ) ( 1) ( )n V n nω = + +X RU ,  (6) 
 
где V(X(n + 1)) – оценка качества дальнейшей 
траектории при отсутствии возмущений, 
RU2(n) – затраты на переход из состояния 
X(n) в состояние X(n+1). 
 
Поскольку реальная система подвержена не 
только влиянию возмущений Λ(n), но и по-
мех измерения Ψ(n) выходных координат, то 
в общем случае в выражении (6) 
 
 ( )( 1) ( ), ( ), ( ), ( )n n n n n+ =X X U Λ ΨF , (7) 

 
где Ψ(n) – вектор-столбец (k×1) помех измере-
ний выходных координат системы; F – задан-
ная вектор-функция. 
 
Теперь вернемся к поставленному выше во-
просу: как учесть при синтезе системы 
внешние воздействия? Задача синтеза кон-
кретизировалась: нужно выбирать U(n) так, 
чтобы при действии Λ(n) и Ψ(n) удельные 
потери были минимальными. Для решения 
этой задачи нужно определиться с характе-
ристиками Λ(n) и Ψ(n). Возможность введе-
ния вероятностных законов распределения 
Λ(n) и Ψ(n) часто бывает практически непри-
емлемой. В то же время во многих случаях 
даже без тщательного изучения условий ра-
боты управляемого объекта можно указать 
ограничения, которым удовлетворяют воз-
мущения и помехи измерения 
 
 ( ) ( )n nΛ∈ΩΛ , (8) 
 
 ( ) ( )n nΨ∈ΩΨ , (9) 
 
где ΩΛ(n) и ΩΨ(n) – заданные ограниченные 
множества. 
 

Такие ограничения, например, можно указать 
исходя из класса точности измерительных 
приборов. Но на какие же значения Λ(n) и 
Ψ(n) из указанных диапазонов ориентиро-
ваться регулятору? Предлагается считать, 
что Λ(n) и Ψ(n) имеют наиболее неблагопри-
ятный характер, который заключается в том, 
что какое бы управляющее воздействие U(n) 
не применил бы регулятор, Λ(n) и Ψ(n) «по-
стараются» максимально ухудшить качество 
системы именно при этом U(n). Такой под-
ход к определению алгоритма работы регу-
лятора по аналогии с подходом теории игр к 
решению некоторых задач получил в теории 
управления название игрового подхода. 
 

Определение управления при точном  
измерении координат состояния 

 
Рассмотрим теперь саму процедуру синтеза 
оптимального управления. Положим, что на 
систему действует скалярное аддитивное 
возмущение λ(n), n = 0, 1, 2, …, которое не-
посредственно добавляется к управляющему 
воздействию, т.е. 
 

 ( )( 1) ( ) ( ) ( )n n n n+ = + + λX AX B U . (10) 
 
Относительно λ(n) известна лишь априорная 
оценка 
 

 ( )nλ ≤ δ , (11) 
 
где δ – некоторое число. 
 
Будем также считать, что координаты состо-
яния удается определить точно, т.е. Ψ(n) = 0. 
В этом случае оптимальное управление оп-
ределяется из решения задачи 
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Запишем выражение для ω(n) 
 

 2( ) ( 1) ( 1) ( )Tn n n nω = + + +X PX RU . (13) 
 
Подставим сюда выражение (10) для X(n + 1) 
и оставим при этом в ω(n) только те слагае-
мые, которые зависят от U(n) и λ(n), т.к. сла-
гаемые, зависящие только от Х(n) ни мини-
мизировать с помощью U(n), ни максими-
зировать с помощью λ(n) невозможно. Эта 



часть ω(n), зависящая от U(n) и λ(n), опреде-
ляется выражением: 
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Проанализируем выражение (14). Так как 
матрица Р – положительно определенная, то, 
очевидно, что λ(n), максимизирующее ( )nω  
максимально по модулю и его знак совпадает 
со знаком (AX(n))TPB + BTPBU(n). Управле-
ние, минимизирующее ( )nω  при наиболее 
неблагоприятном поведении λ(n), определя-
ется как управление, минимизирующее вы-
ражение 
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Можно привести выражение для оптималь-
ного управления Uopt(n), минимизирующего 
(15) [3]. Однако мы этого делать не будем. 
Рассмотрим, как «рассуждает» регулятор, 
при этом для наглядности ограничимся сис-
темой 2-го порядка. 
 

 
 
Рис. 1. Определение возможного состояния 

системы 
 
На рис. 1 изображены линии равного уровня 
некоторой функции Ляпунова. Пусть состоя-
ние системы в момент квантования n опреде-
ляется точкой X(n) = {X1(n), X2(n)}. При от-

сутствии внешних воздействий, т.е. в сво-
бодном движении, система будет двигаться 
по некоторой траектории и в момент n + 1 
окажется в точке Хсв. Координаты этой точки 
известны, т.к. считаются известными все па-
раметры системы. Однако под действием 
возмущений реальное состояние будет иным. 
Если подействует возмущение +λ, то система 
попадет в точку 1, где значение функции Ля-
пунова V = V1. Если же подействует −λ, то 
система попадет в точку 2, где V = V2 < V1. 
Необходимо применить такое управление 
Uopt(n), которое приведет систему в такое со-
стояние Xopt, выход из которого под влияни-
ем как +λ, так и −λ приводит в точки, где 
V1 = V2 (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Иллюстрация действия оптимального 

управления 
 
Определение оптимального управления 
можно осуществлять различными методами, 
например, каким-либо из поисковых, кото-
рые широко освещены в специализированной 
литературе (см., например, [6]). Здесь же 
рассмотрим пример синтеза оптимального 
управления. 
 

Пример синтеза оптимального  
управления 

 
Для определенности будем рассматривать 
объект второго порядка с передаточной 
функцией  
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В качестве координат состояния примем  
 

Х1 = Y,   X2 = dY/dt, 
 
где Y – выходная координата системы управ-
ления, которая поддается наблюдению.  
 
По-прежнему считаем, что измерение осуще-
ствляется точно. Дискретная модель системы 
в пространстве состояний имеет вид (1–2). 
При μ1 = –0,6, μ2 = –0,7, К = 1 и периоде кван-
тования τ = 0,6 имеем 
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Будем также считать, что возмущение λ(n) 
действует в виде импульсных ударов и удов-
летворяет ограничению 
 

( ) 0, 25nλ ≤ δ = . 
 
Оптимальными будем считать такие пере-
ходные процессы, на которых суммарная 
оценка (3) достигает минимума. Пусть Q – 
единичная матрица (2×2), а R = 0,5. Тогда 
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Решение данной задачи произведено при  
помощи программы, написанной на языке 
MATLAB. На рис. 3 изображен характер из-
менения внешнего возмущения. 
 

 
 
Рис. 3. Действующее на систему внешнее воз-

мущение 
 
Рис. 4 отображает графики изменения коор-
динат состояния рассматриваемой системы, а 

также найденного оптимального управления 
Uopt(n). На рис. 5 представлена фазовая тра-
ектория системы с игровым регулятором, там 
же для сравнения приведена траектория 
движения системы с классическим регулято-
ром, синтезированным методом, известным 
как метод аналитического конструирования 
регуляторов [7]. Как видно из рисунков 4, 5 
игровой регулятор уже через 4 такта кванто-
вания приводит систему в окрестность жела-
емого состояния, т.е. обеспечивает L-дисси-
пативность системы. Классический регулятор, 
как и ожидалось, с действующим возмуще-
нием не справляется.  
 

 
 
Рис. 4. Изменение координат объекта и опти-

мальное управление 
 

 
 
Рис. 5. Фазовые траектории систем с игровым 

и классическим регулятором 



Выводы 
 
Игровой регулятор наиболее целесообразно 
использовать в таких системах, в которых 
вероятностные характеристики неопределен-
ных факторов неизвестны, например, при 
недостаточной статистической информации, 
или когда вообще нет никаких оснований 
приписывать указанным неопределенностям 
вероятностную природу, а также в ситуациях, 
когда необходимо гарантировать приемлемое 
качество работы системы при любых сочета-
ниях возмущений из заданного диапазона. 
 
Вследствие чрезмерной «осторожности» иг-
рового регулятора, он далеко не всегда будет 
достаточно точно компенсировать внешние 
возмущения. Однако это является платой за 
то, что состояние системы гарантированно 
никогда не выйдет за пределы множества 
допустимых состояний. 
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