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Аннотация. Представлены условия оптимальности и метод решения задачи о построении в 

неодносвязной многоугольной области кратчайшей гладкой трассы, составленной из дуг ок-

ружностей, отрезков и сопрягающих их клотоид, что может быть применено для скорост-
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Введение 

 

В настоящий момент Министерство транс-

порта Украины особое внимание уделяет 

созданию скоростных дорог первой катего-

рии, которые свяжут Европу и Азию. Кроме 

того, они помогут увеличить грузооборот 

внутри страны, что приведет к увеличению 

валового дохода Украины. Задача проекти-

рования скоростных дорог минимальной 

длины с безопасностью движения по ним 

является актуальной задачей. 

 

Анализ публикаций 
 

Проектированию скоростных дорог посвя-

щены многие научные работы отечественных 

и зарубежных ученых. Плехова А.А. и Сме-

лякова С.В. одними из последних в своих 

работах [1, 2] рассматривали вопросы проек-

тирования скоростных трасс минимальной 

длины с учетом комфорта и безопасности 

движения для водителей. В отличие от моде-

лей трасс в перечисленных выше работах, 

где трассы состоят из прямолинейных участ-

ков и связывающих их кривых типа парабо-

лы и окружности больших радиусов, в дан-
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ной работе в качестве связывающих кривых 

рассмотрены кривые типа клотоид. 

 

Цель и постановка задачи 

 

Моделирование трассы, состоящей из пря-

молинейных участков и участков клотоид. 

 

Методика исследования 

 

Постановка базовой задачи на классе SCK. 

Рассмотрим класс линий SCK, составленных 

из отрезков (Si), фрагментов клотоид (Ki) и 

дуг окружностей (Ci) , вида 
 

                

/ /
1 1 1 1 2 2 2 2 3

/
1, 1n n n n

P S K C K S K C R S

K C K S n+

=

≥

K

K
,         (1) 

 

которые в общих точках удовлетворяют ус-

ловию трансверсальности. Радиусы этих ок-

ружностей r и параметры α считаем фикси-

рованными, причем фрагменты клотоид iK , 

/
iK , примыкающие к одной дуге Ci конгру-

энтны и рассматриваются на интервале от 

точки с нулевой кривизной (в точке сопря-

жения с отрезком) до точки с требуемым ра-

диусом кривизны. Угол поворота клотоиды 

на этом интервале не превышает / 2π . 

 

Пусть [ ], ,SCKP A Bτ  –  множество линий клас-

са SCK, которые лежат в классе эквивалент-

ности путей [l], представленном ломаной 

минимальной длины l, а L(p) – длина пути p. 

 

Базовая задача SCK. Для данной ломаной 

l=ABC найти 
 

[ ], ,

arg min ( )
SCKp P A B

p L p
τ∈

= .  (2) 

 

Поскольку ломаная l – кратчайшая в [l], из 

[1] следует, что решение задачи (2), если су-

ществует, содержит минимум один (n=1) 

фрагмент вида (1). Обобщение этой задачи 

на случай многофрагментного (n>1) пути 

вида (1) назовем стандартной задачей на 

классе SCKl. 

 

Рассмотрим клотоиду, заданную натураль-

ным уравнением 

 

                             
a

s
ρ = ,                 (3) 

где α  – параметр (масштабный множитель); 

s  – длина дуги; ρ  – радиус кривизны.  

 

Кривая расположена на плоскости Zxy  тра-

диционным образом, т.е. так, что клотоида 

касается оси абсцисс в начале координат Z , 

где ее радиус кривизны равен бесконечности. 

Пусть ее фрагмент – дуга ,ZM  расположена 

в I  квадранте и касается в точке М окружно-

сти О радиуса r . В этом случае ее парамет-

рическое уравнение имеет вид 
 

          

2 2

cos , sin
2 2

s s

o o

s s
x ds y ds

a a

   
= =   

   
∫ ∫ .      (4) 

 

Найдем координаты центра окружности O  и 

точки .M  Поскольку угол поворота ∆α  кри-

вой (3) на дуге ZM не превышает / 2π , точка 

M  лежит на дуге с угловой мерой / 2π  от-

носительно точки /D , где OD  – перпендику-

ляр к оси абсцисс. По определению кривизны 

k  дуги имеем 

d
k

ds

α
= ,  (5) 

 

где α  – угол касательной к оси абсцисс. Ис-

пользуя (3), получим / /s d dsα = α , а значит, 

угол поворота клотоиды на фрагменте дуги 

ZM  длины /s a r=  составит 
 

2
2

a

r
∆α = .  (6) 

 

С учетом (4) координаты точки M  равны 
 

2

2

cos ,
2

sin , .
2

r

r

s

M

o

s

M r

o

s
x ds

a

s a
y ds s

a r

 
=  

 

 
= = 

 

∫

∫

 (7) 

 

Тогда получаем координаты точки O  
 

sin( );

cos( ).

o M

o M

x x r

y y r

= − ∆α


= + ∆α
  (8) 

 

Через точку O  проведем окружность радиу-

са oR y= . 
 

            

2/

2
sin cos

2 2

a r

o

s a
R ds r

a r

   = +   
  

∫ ,        ( 9) 

 

а точку ее касания с осью абсцисс обозна-

чим D . 
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Пусть A  – произвольная точка на оси абс-

цисс, лежащая левее точки Z , а /C  – произ-

вольная точка на окружности O  радиуса R , 

полярный угол которой Aγ  относительно  

луча OD  удовлетворяет условию 

/ 2A∆α ≤ γ ≤ π . Тогда по построению линия 

/p AD arcDC SC= ∪ ∈  однозначно опреде-

ляет линию q AZ arcZM arcMC SCK= ∪ ∪ ∈ ; 

операцию перехода от p  к q  назовем сгла-

живанием (линии класса SС) клотоидой. 

 

Решение базовой задачи. Решение задачи (2) 

построим, опираясь на решение аналогичной 

задачи класса SС [1].  

 

Лемма 1. Если в базовой задаче SС точка С  

расположена внутри круга радиуса R  на рас-

стоянии r R≤  от центра, то условия связи и 

оптимальности примут вид 
 

sin( ) sin ,R r x a− −α = α    (10) 

 

sin sin ,a bα = β   (11) 

 

2 ,x = α + δ −β    (12) 

 

где стороны и углы определены относитель-

но точек  А, В и С. В этом случае базовую 

задачу SС обозначим через rRSC , а ее реше-

ние – *rRp . 

 

Теорема 1. Если решение *q  базовой задачи 

(2) для радиуса r существует, оно задается 

(нормальным или сингулярным) решением 

*rRp  оптимизационной базовой задачи SС 

относительно параметров , , , ,A B α β ξ  

для радиусов r и R вида (9), определяемым 

условиями связи и оптимальности (10)–(12), 

к которым применена процедура сглажива-

ния клотоидой. При этом разность длин  

кривых *rRp  и *q  равна 

2 ( )( )L A B R r∆ = ξ + + + α +β − , т.е. констан-

те, а положение точек Z  и М определяется 

относительно точки касания D  и луча OD  

соответственно отрезком длины ox  из (8) и 

углом ∆α  – из (6). 

 

Трудоемкость получения решения задачи на 

классе SСК по решению *rRp  задачи на клас-

се SС требует порядка 30–40 операций. При 

этом существенно важно, что при решении 

задачи  (2) для общего случая (1) эти дейст-

вия следует выполнять только раз. 

 

Приближенный метод решения базовой зада-

чи SСК в некоторых случаях требует строить 

или модифицировать решение, полученное 

на классе SC  или SСК. С этой целью пред-

лагается метод модификации пути p SC∈  

клотоидой, допускающей естественную диа-

логовую реализацию, который позволяет 

сглаживать клотоидой любой требуемый 

фрагмент класса ,SC  где дуги окружностей 

имеют заданный радиус r . 

 

Так, пусть D  – точка касания прямой, про-

ходящей через точку A , с окружностью O  

радиуса r , положение которой определяет 

оптимальное решение *p AD arcDC= ∪ K  

базовой задачи SC  для радиуса r . В этом 

случае линия минимальной длины в классе 

SCK , сопрягающая отрезок, идущий из точ-

ки A , и окружность O  радиуса r  имеет вид 

q AZ arcZM arcMC= ∪ ∪ K , причем замена 

фрагмента p  на q  приводит к увеличению 

длины на величину 
 

       

2
tg

cos 2

cos 1
( tg )

cos

.
2 cos

o

o

a
L AZ

r

AZ x a
r r

r

AZ r

xa

r

φ
 ∆ = + − 
 

 +  − + ⋅ φ + − φ =  φ   

 φ −
= + φ − φ + φ 

 
+ − φ 

    (13) 

 

При этом, если p  – оптимальное решение в 

классе SС, то и его модификация клотоидой, 

путь q , с уменьшением угла φ  стремится к 

оптимальному решению в классе SCK , то и 

его модификация клотоидой, путь q , с 

уменьшением угла φ  стремится к оптималь-

ному решению в классе SСК, причем откло-

нение Lφ∆  вида (13) можно оценить значени-

ем, не превосходящим 1 % при углах φ , не 

превышающих 5°. 

 

Решение задачи SС. В этом случае оптималь-

ная трасса имеет вид 
 

* 1 1 2 2 1n np S C S C C S += K , 

1n ≥ .                               (14) 
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Не теряя общности, положим, что решение 

вида (14) существует и все фрагменты 

1 1, ,i i i i i i i i i iФ S C S S E D C arcD E+ −= = =  трассы 

*p  определяют нормальные решения. Для 

каждого из этих фрагментов остаются в силе 

условия связи и оптимальности [1] для точек, 

лежащих на касательных. 

 

Алгоритм 1. 

1. Пусть α  – некоторый угол, задающий 

граничное условие задачи SCα  для точек A  

и 1C . Он определяет окружность 1O , поло-

жение которой удовлетворяет условиям свя-

зи и оптимальности, а также прямую /
1 1E E  

(для любой точки /
1E  фрагмент 

/
1 1 1 1 1AD arcD E E E∪ ∪  является оптимальным 

решением SCα  для A  и /
1E ), исходя из соот-

ношений 
 

      1 arcsin 1 sin ,
a

x
R

 = α + − α 
 

                (15) 

 

            1 1 / 2 .arcC E x= π +α −                    (16) 

 

2. Зная точку 1E и ориентацию касатель-

ной /
1 1E E , определенную вектором, ортого-

нальным к 1 1O E , получаем окружность 2O , 

проходящую через 2C  и касающуюся /
1 1E E , а 

по ней – подробно (1) – точку 2E  и соответ-

ствующую касательную /
2 2E E , и т.д. до /

2 2E E . 

 

3. Полученную трассу обозначим 
 

1 1 1 1 2

2 2 n n n

p AD arcD E E D

arcD E arcD E E B

α

α

= ∪ ∪

∪ ∪ ∪ ∪K
, 

 

где Bα  – точка на /
n nE E , такая, что 

n nE B E Bα = . 

 

По построению этого алгоритма получаем, 

что при B Bα =  трасса pα  доставляет реше-

ние задаче SС. Однако поскольку угол α  

выбран произвольно, угол /( ) n nBE Eβ α = ∠ , в 

общем, не равен нулю, но является непре-

рывной функцией малой вариации относи-

тельно угла α  (и наоборот, так как точки А, 

В входят в постановку задачи симметрично). 

Поэтому в некоторой окрестности 

1 2( , )α = α α  начального угла α  содержится 

решение поставленной задачи, т.е. такой угол 

*α ∈α , что ( ) 0β α = . Для построения этой 

окрестности достаточно варьировать угол α  

с шагом ( α∆ 1 1, 2 ,− α αα = α − ∆ α = α + ∆ K ), 

пока не получим пару прямых вида /
n nE E  и 

/ /
n nE E , содержащих между собой точку В. 

Если шаг α∆  достаточно мал, при некотором 

*k k=  получим *( )kβ α < ∆ , где ∆  – требуе-

мая точность решения. Если шаг α∆  доста-

точно велик, на полученном интервале α  с 

требуемой точностью ∆  решение задачи ми-

нимизации ( ),β α α∈α  можно эффективно 

получить методом хорд. При этом трудоем-

кость решения задачи SС в общем случае 

можно оценить величиной 
 

210 /SCk n≈ ∆ (операций).        (17) 
 

Решение задачи 1SCK . Предложенный метод 

решения базовой задачи (2) на классе 

SCK позволяет естественным образом сво-

дить общую задачу 1SCK поиска кратчайшей 

трассы вида (1) к модифицированной задаче 

rRSC  и процедуре сглаживания клотоидой. 

При этом расчет  производится только один 

раз, а значит, трудоемкость применения ал-

горитма 1 составляет (30 2 ) 70k k n nφ≈ + = ⋅  

(операций), а уточнение решения за счет 

варьирования начального угла α  требует 

порядка 
 

* 200 /k n≈ ⋅ ∆ операций. (18) 
 

Решение задачи SСР. Пусть SСР – класс ли-

ний, состоящий из отрезков iS , фрагментов 

кубических парабол iP  и дуг окружностей iC  

вида 
 

/ /
1 1 1 1 2 2 2 2 3

/
1, 1,n n n n

P S PC P S P C P S

P C P S n+

=

≥

K

K
            (19) 

 

которые в общих точках удовлетворяют ус-

ловию трансверсальности. Используя те же 

обозначения, что и выше, рассмотрим задачу 

сопряжения отрезков и дуг окружностей 

фрагментом параболы ZM , уравнение кото-

рой в системе координат Zxy  имеет вид 
 

              

3
24

max. 4 / 5
6

x
y x x q

q
= ≤ = ,         (20) 
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где q  – заданный параметр, а maxx  – предел 

монотонного убывания радиуса кривизны.  

 

Базовая задача SСР (при п =1) для заданной 

ломаной ставится как (2) и с той же трудоем-

костью (по порядку величины) решается по-

добно процедуре сглаживания клотоидой, 

как и задача в общем случае (п>1). При этом 

длина фрагмента параболы *q  определяется 

величиной 

 

4

2
1 , 2 ;

4

rx

p r

o

x
l dx x qt

q
= + =∫         

 

при                          
2 3(1 )

2

q
t t

r
= + .                   (21) 

 

а длина модифицируемой трассы класса SС 

(с кривой R  и параметром arctgt∆α = ) 

уменьшается на величину 
 

2( 2sin )

( )( ).

r pL x l r

R r A B

∆ = − ∆α − + ⋅∆α

+ − + +α +β
 

 

 

 

 

 

Выводы 

 

Разработан метод решения задачи о построе-

нии в неодносвязной многоугольной области 

кратчайшей гладкой трассы, составленной из 

дуг окружностей, отрезков и сопрягающих 

их клотоид, что может быть применено для 

скоростных трасс. 
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