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Анотація. Сформульовано постановку і розроблено математичну модель двокритеріальної за 

показниками витрат і оперативності задачі реінжинірингу трирівневих топологічних струк-

тур для об’єднаних пунктів виробництва та переробки. Практичне використання запропоно-

ваної моделі дозволить підвищити ефективність логістичних мереж зі зворотними потоками 

за рахунок зменшення витрат на реінжиніринг з урахуванням показників їхньої оперативності. 
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Вступ 

У ринкових умовах усі складові процесів 

виробництва та збуту продукції реалізуються 

в умовах постійних змін внутрішнього (но-

менклатури продукції, технологій, комплек-

тації обладнання) і зовнішнього (попит, ціни, 

топологія споживачів, екологічні обмежен-

ня) середовищ. Ефективність збутових про-

цесів багато в чому визначається якістю від-

повідної логістики [1–3].  

Однією з проблем в управлінні логістич-

ними процесами є оптимізація мереж ланцю-

гів поставок. При цьому структурні, вартісні 

та функціональні характеристики логістич-

них мереж багато в чому визначаються їх-

ньою топологією (розміщенням) елементів 

(виробників, терміналів, споживачів), які, у 

свою чергу, визначають топологію відповід-

них потоків. Подібні задачі системної опти-

мізації логістичних мереж є обов’язковою 

складовою технологій проектування чи мо-

дернізації систем технічного обслуговування 

та ремонту озброєння і військової техніки 

[4].  

На певному етапі зміна умов функціону-

вання призводить до того, що існуючі мережі 

стають неефективними чи перестають задо-

вольняти зростаючим екологічним умовам, 

наприклад, у зв’язку з необхідністю утиліза-

ції використаної продукції. Спроби їх моде-

рнізації шляхом вирішення традиційних за-

дач оптимізації не гарантують отримання 

ефективних варіантів. Виходом все частіше 

стає здійснення реінжинірингу, який перед-

бачає фундаментальний аналіз існуючих ва-

ріантів побудови мереж (видів транспорту, 

структури, топології, параметрів, технології) 

з можливістю радикального перепроектуван-

ня [5]. З урахуванням того, що в логістичних 

мережах використовується відносно невели-

ка множина альтернативних технологій, ти-

пів вузлів (оптових баз, терміналів), видів 

транспорту та типів транспортних засобів, 

головною проблемою з обчислювальної точ-

ки зору є оптимізація їх топологічної струк-

тури. 

 

Аналіз публікацій 

У загальному випадку процес оптимізації 

логістичної мережі передбачає вирішення 

комплексу задач технологічної, структурної, 

параметричної, топологічної оптимізації, ба-

гатофакторної оцінки та вибору рішень з 

урахуванням їх взаємозв’язків [6]. При цьому 

умовно незалежно розв’язуються задачі оп-

тимізації макро- і мікрологістичних систем 

[7–8]. 

Задачі екологічної логістики спрямовані 

на підвищення еколого-економічної ефекти-

вності діяльності підприємств і зниження 

рівня ризиків економічних втрат, зумовлених 

погіршенням якості навколишнього середо-

вища [9–10]. Предметом реверсивної логіс-

тики є впорядкування та систематизація зво-

ротних товарно-матеріальних потоків [11–

13]. Задачі прямої й реверсивної логістики 

традиційно розглядаються як умовно неза-

лежні. Їхнє спільне розв’язання породжує 

множину нових задач, які вимагають розроб-

ки ефективних математичних моделей і ме-

тодів дослідження [14]. 

http://www.irbis-nbuv.gov.ua/cgi-bin/irbis_nbuv/cgiirbis_64.exe?C21COM=2&I21DBN=UJRN&P21DBN=UJRN&IMAGE_FILE_DOWNLOAD=1&Image_file_name=PDF/vtzb_2015_12_18.pdf
http://www.irbis-nbuv.gov.ua/cgi-bin/irbis_nbuv/cgiirbis_64.exe?C21COM=2&I21DBN=UJRN&P21DBN=UJRN&IMAGE_FILE_DOWNLOAD=1&Image_file_name=PDF/vtzb_2015_12_18.pdf
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У традиційній задачі структурно-

топологічної оптимізації централізованої 

транспортно-складської системи вважаються 

заданими [15]: місце розташування центру 

постачання, множина споживачів 

I { i : i 1,n } , для кожного з яких визна-

чено місце розташування, обсяги постачання 

та транспортні тарифи з доставки вантажів. 

Необхідно визначити оптимальну кількість 
ol  і місця розташування терміналів, а також 

підмножини споживачів, які обслуговуються 

кожним з терміналів o
jI { i }, j 1,l . При 

цьому вважається, що термінали розташову-

ються у безпосередній близькості від спожи-

вачів продукції. 

Метою є мінімізація наведених витрат на 

доставку продукції споживачам: 

 

1 1 1

l n l

i ii i i ij ij
x

j i j

C c x q rd v min
  

    ,       (1) 

 

де jc  –  наведені витрати на створення та 

використання j -го терміналу (включаючи 

витрати на доставку і зберігання вантажів); l  

– кількість терміналів; n  – кількість спожи-

вачів продукції; iq  –  обсяг вантажу для i -го 

споживача; ir  – транспортний тариф для дос-

тавки вантажу i -му споживачеві; ijd  – відс-

тань між i -м споживачем і j -м терміналом; 

ijv  – булева змінна ( ijv 1,  якщо i -й спожи-

вач обслуговується j -м терміналом, ijv 0  – 

в іншому випадку). 

Задача структурно-топологічної оптимі-

зації мереж замкнутої логістики відрізняєть-

ся врахуванням реверсивних потоків від 

споживачів до центрів виробництва, переро-

бки чи утилізації. Витрати на мережу в цьо-

му випадку складаються з витрат на доставку 

прямого потоку від центру виробництва до 

терміналів, обробку в терміналах прямого і 

зворотного потоків, доставку прямого потоку 

від терміналів до споживачів, доставку зво-

ротного потоку від споживачів до терміналів  

та доставку зворотного потоку від терміналів 

до центру. 

Математична модель такої задачі у випад-

ку співпадіння пунктів виробництва і пере-

робки може бути подана у такому вигляді 

[14]: 

1 1 1

n n n

i ii ij ij
x

i i j

C c x c x min
  

    ,  (2) 

ij

n

ij

i j

n n n

ij ii

j 1 i j i 1

x {0,1}, i, j 1,n;

X x 1, j 1,n;

x 2( n 1) x ,



  




 


   


   




 

 (3) 

 

де ic  – наведені витрати на термінал, розмі-

щений на базі (у безпосередній близькості 

від) i -го споживача; n  – кількість елементів 

мережі; ijX [ x ]  – матриця зв’язків елеме-

нтів мережі; ijx  – булева змінна ( ijx 1,  як-

що між i -м і j -м елементами мережі існує 

безпосередній зв’язок, ijx 0  – в іншому 

випадку); ijc  – витрати на доставку вантажу 

потоку від елемента мережі i  до елемента j .  

 Обмеження математичної моделі (2)–(3) 

задачі описують всю множину допустимих 

трирівневих централізованих структур із 

прямими і зворотними потоками. Наведені 

моделі орієнтовані на розв’язання задач 

структурно-топологічної оптимізації логіс-

тичних мереж на стадії їхнього проектуван-

ня. Для розв’язання задач у процесі реінжи-

нірингу необхідна розробка моделі, яка вра-

ховуватиме можливість використання вузлів 

існуючої інфраструктури. 

 

Мета і постановка завдання 

Метою статті є підвищення ефективності 

існуючих логістичних мереж за рахунок роз-

робки математичної моделі задачі їх струк-

турно-топологічної оптимізації для етапу 

реінжинірингу. 

Задача реінжинірингу топологічної струк-

тури централізованої трирівневої замкненої 

логістичної мережі з об’єднаними пунктами 

виробництва і переробки розглядається в та-

кій постановці. Задані:  

– множина елементів існуючої мережі;  

– існуючий варіант топологічної структу-

ри мережі, який задається місцями розташу-

вання споживачів, терміналів (співпадають із 

місцями розміщення елементів), центрів ви-

робництва і переробки, а також зв’язками 

між елементами, терміналами і центрами;  

– наведені витрати на створення (модерні-

зацію), експлуатацію терміналів, реалізацію 
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перевезень, вартість ресурсів, які можуть бу-

ти повторно використані (або реалізовані) 

після демонтажу обладнання терміналів чи 

транспортних засобів. 

Необхідно визначити найкращий за пока-

зниками витрат і оперативності варіант то-

пологічної структури логістичної мережі.  

  

Модель структурно-топологічної  

оптимізації логістичних мереж  

за показником витрат 

Введемо позначення: 

 – I { i : i 1,n }  – множина елементів 

існуючої мережі;  

– *s S  – існуючий варіант топологічної 

структури мережі, який задається місцями 

розташування споживачів, терміналів (спів-

падають із місцями розміщення елементів), 

центрів (співпадають із місцем розміщення 

елемента i 1 ), а також зв’язками між еле-

ментами, терміналами і центрами ij[ s ] , 

i, j 1,n  ( ijs 1 , якщо між елементами i  та 

j  існує безпосередній зв’язок та ijs 0  – в 

іншому випадку);  

– наведені витрати на створення (модерні-

зацію), експлуатацію терміналів i[ c ],  

i 1,n , реалізацію перевезень ij[ c ] , 

i, j 1,n , вартість ресурсів, які можуть бути 

повторно використані (або реалізовані) після 

демонтажу обладнання терміналів чи транс-

портних засобів. 

Основні обмеження, які враховуються при 

оптимізації топологічних структур трирівне-

вих централізованих мереж:  

– кожен споживач мережі i , i 1,n  має 

бути пов’язаним з одним з терміналів: 
i n

ij ij

j 1 i j

s s 1
 

    для всіх i  для яких iis 0 , 

i 1,n  або безпосередньо з центром 1is 0 , 

i 1,n ; 

– до кожного терміналу має бути безпосе-

редньо підключено більше одного споживача 
i n

ij ij

j 1 i j

s s 1
 

   , для всіх i, для яких iis 1 , 

i 1,n ; 

– кожен споживач i підключається до те-

рміналу j за показником мінімуму наведених 

витрат: 

 ii ij ij
1 i , j n

s s 1 ij arg min c
 

    i, j 1,n ; 

– кожен з терміналів мережі j має безпо-

середній зв’язок sз центром  jj 1 js 1 s 1   , 

j 1,n ;  

– кількість терміналів у мережі знахо-

диться в діапазоні 
n

ii

i 1

1 s n / 2


  ;  

– загальна кількість безпосередніх 

зв’язків у структурі трирівневої мережі 
n n n

ij ii

j 1 i j i 1

s n s
  

   . 

Тоді математична модель задачі визна-

чення найкращого варіанта реінжинірингу 

топологічної структури логістичної мережі 

за показником витрат матиме вигляд: 

n

i ii ii i ii ii i ii ii i ii ii i i i

i 1

n n

ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij ij
s S*

j 1 i j

C( s ,s ) [ c (1 s )s d s s e (1 s )s g (1 s )s c c c

[ c (1 s )s d s s e (1 s )s g (1 s )s ] min,




 

            

          





  (4) 

 

ij ij 11

n

ij

i j

n n n

ij ii

j 1 i j i 1

ii i1

ii ij ij
1 i , j n

[ s ], s {0,1}, i, j 1,n, s 1;

s 1, j 1,n;

S { s } s n s ,

s 1 s 1 i 1,n;

s s 1 ij arg min c i, j 1,n,



  

 

   



  



   



    

      





      (5) 
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де ic  – витрати на створення i -го терміна-

лу в новій структурі, i 1,n ; ijs , ijs  – еле-

менти матриць суміжності (зв’язків) між 

елементами в існуючій ijs [ s ]  і  мережі 

після реінжинірингу ijs [ s ] ; id  –  витра-

ти на модернізацію i -го терміналу; ie  – 

витрати на демонтаж i -го терміналу існую-

чої мережі; ig , ijg  – вартість ресурсів, які 

можуть бути повторно використані (або реа-

лізовані) після демонтажу обладнання i -го 

терміналу та транспортних засобів; ijc  – на-

ведені витрати на перевезення між елемен-

тами i  та j , i, j 1,n . 

Математична модель (4)–(5) подає опис 

задачі структурно-топологічної оптимізації 

логістичної мережі з радіально-вузловою 

структурою і може бути використана для її 

реінжинірингу за показниками капітальних, 

експлуатаційних або наведених витрат.  

 

Двокритеріальна модель структурно-

топологічної оптимізації логістичних  

мереж  

Важливою характеристикою логістичних 

мереж є оперативність, яка відображає час 

доставки товарів від виробника до спожива-

чів. За умови прагнення до мінімізації мак-

симального часу доставки вантажів до спо-

живачів критерій максимізації оперативності 

може бути поданий у вигляді: 

*
( ) ( ) ( )PT T TS

s S

τ(s)= τ(s)= τ s τ s τ s min , (6) 

де ( )PTτ s  – максимальний час транспорту-

вання вантажів від центру виробництва до 

терміналів; ( )Tτ s  – максимальний час обро-

бки вантажів у терміналах; ( )TSτ s  – макси-

мальний час на доставку вантажів від термі-

налів до споживачів.  

У двокритеріальній задачі оптимізації ви-

бір варіантів здійснюється одночасно за дво-

ма показниками – (4) і (6). Для цього на до-

пустимій множині варіантів побудови мережі 
*S { s }  необхідно визначити найбільш 

ефективний варіант за узагальненим показ-

ником: 

*

o

s S

s arg max P( s ) .  (7) 

 

В умовах неповної визначеності вимог до 

властивостей мережі як оцінку її ефективно-

сті (загальної корисності) P( s )  в (7) пропо-

нується використовувати функцію належнос-

ті нечіткій множині «Найкращий варіант» 

[1]:  

«Найкращий варіант» { s,P( s ) ,   (8) 

де *s S  – варіант побудови мережі;  P( s )  – 

значення функції загальної корисності варіа-

нта s S* , яке оцінює ступінь його належ-

ності нечіткій множині (8). 

Для кількісної оцінки ефективності варіа-

нтів побудови мережі пропонується викорис-

тати адитивно-мультиплікативну модель, 

побудовану на основі полінома Колмогоро-

ва–Габора: 

 
2 2 2

i i ij i j

i 1 i 1 j i

P( s ) ( s ) ( s ) ( s )   
  

   ,    (9)  

 

де i ij,   – вагові коефіцієнти локальних 

критеріїв та їх добутків i ij0, 0   , l( s )  

– функція корисності локального критерію 

lk ( x ) , l i, j .  

Для оцінки цінності значень локальних 

критеріїв пропонується використовувати фу-

нкцію-склейку, яка має переваги за показни-

ками точності та кількості комп’ютерних 

операцій для її обчислення у порівнянні з 

функціями Гаусса, Харрінгтона і логістич-

ною функцією [16]: 

 

a1 1 1

a

a
a2 2 2

a

k( s )
a ( b 1) 1 b / b , 0 k( s ) k ;

k
( s )

k( s ) k
a (1 a ) ( b 1) 1 b / b , k k( s ) 1,

1 k



     
          
      

 
     

           
      

              (10) 

 

де ak ,a  – нормовані значення координат то-

чки склеювання складових функції, 

a0 k 1  , 0 a 1 ; 1 2b ,b  – параметри не-

лінійності початкової та кінцевої складових 

функції. 
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На практиці для деяких видів вантажів 

зміна часу доставки τ(s)  (6) є некритичною 

при зміні варіантів побудови логістичної ме-

режі. Виходячи з цього, двокритеріальна за-

дача (4)–(6) зводиться до однокритеріальної 

(4)–(5) з додатковим обмеженням на макси-

мальний час доставки вантажу: 

 
*

2
i

i n
max τ (s) τ ,  (11) 

 

де iτ (s)  – час доставки вантажу до i -го 

споживача; *τ – допустимий час доставки 

вантажу. 

Розглянута задача відноситься до класу 

дискретних задач комбінаторної оптимізації. 

Її розв’язання відомими комбінаторними ме-

тодами, які використовують перебір всіх 

можливих варіантів побудови мережі, через 

їх високу часову складність є недоцільним. 

Для спрощення процедури пошуку глоба-

льного оптимального розв’язку задачі доці-

льним є використання методів спрямованого 

перебору варіантів, запропонованого для ре-

інжинірингу територіально розподілених 

об’єктів у роботі [1, 5].  

 

Висновки 

За результатами аналізу проблеми оптимі-

зації топологічних структур логістичних сис-

тем встановлено, що задачі прямої й ревер-

сивної логістики до цього часу розглядають-

ся як умовно незалежні, що не дозволяє 

отримувати ефективні глобальні рішення 

проблеми в цілому. В умовах значного роз-

ширення мережі споживачів, змін обсягів 

постачання, введення екологічних обмежень 

виникає необхідність реінжинірингу логісти-

чних мереж, який передбачає їх радикальне 

перепроектування. Сформульовано постано-

вку і розроблено математичну модель дво 

критеріальної (за показниками витрат і опе-

ративності) задачі реінжинірингу трирівне-

вих топологічних структур для об’єднаних 

пунктів виробництва і переробки. Практичне 

використання запропонованої моделі дозво-

лить підвищити ефективність логістичних 

мереж зі зворотними потоками за рахунок 

зменшення витрат на реінжиніринг з ураху-

ванням показників їхньої оперативності. 
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Mathematical model of structural and topological 

optimization of logistics networks 

Abstract. The subject of research in the article is the 

topological structures of closed-loop logistics 

networks. The goal of the article is to increase the 

efficiency of centralized logistics networks by 

developing a mathematical model for a two-criteria 

problem of optimizing topological structures in the 

process of their reengineering. The article solves the 

following tasks: analysis of the current state of the 

problem of structural and topological optimization of 

logistics networks; formalization of the problem of 

optimization of logistics networks as geographically 
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distributed objects; synthesis of objective functions of 

the mathematical model of a two-criterion 

optimization problem for centralized three-level 

topological structures of closed logistics networks at 

the reengineering stage; development of a system of 

constraints of the mathematical model of the problem 

of optimizing centralized three-level topological 

structures of closed logistics networks; a function for 

evaluating the overall utility of options based on the 

Kolmogorov-Gabor polynomial is offered. The 

following methods are used: methods of systems 

theory, methods of utility theory, optimization and 

operations research. The following results were 

obtained: the analysis of the current state of the 

problem of system optimization of logistics networks, 

mathematical models and methods for its solution 

was carried out; formalization of the problem of 

structural and topological optimization of logistics 

networks as geographically distributed objects; a 

mathematical model of a two-criterion task of 

reengineering of three-level topological structures of 

logistics networks in terms of costs and efficiency 

with integrated points of production and processing 

has been developed (originality). Conclusions: 

Based on the results of the analysis of the problem of 

optimizing the topological structures of logistics 

systems, it has been established that the problems of 

direct and reverse logistics are still considered as 

conditionally independent, which does not allow 

obtaining effective global solutions. In the context of 

expanding the network of consumers, changes in 

delivery volumes, the introduction of environmental 

restrictions, it is proposed to reengineer the 

networks, which provides for their radical redesign. 

The formulated statement and the developed 

mathematical model of a two-criterion (in terms of 

cost and efficiency) optimization problem for three-

level topological structures for combined production 

and processing points will increase the efficiency of 

logistics networks with reverse flows by reducing the 

cost of reengineering (practical value). 

Key words: logistics network, structure, topology, 

model, optimization, reengineering. 
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